2 
الحسيان وميادئ التحليل 


dalaill 


2251.35 محمد عبد المتعال 


هتشورات асан‏ 4 أكتوبر 


الحسبان ومبادی التحلیل 
(التفاضل ( 


استاذ الریاضیات الهندسية بکلیة الهندسة 
جامعة قاروس الاسکندرية / малдаа»‏ العريية. 
سابقا: ستاذ العلوم الرياضية والطبيعية 
بجامعة الإسكندرية بجمهورية مصر العربية 
شم استان الریاضیات القتطبيقية يكسم الریاشیات 
بجامعة الفاتح بطرابلس - لیبیا 


نوان الکتاب: الحسبان و مبادی التحلیل / التفاضل 
عدو : بان ومب 
تأليف: د. أحمد محمد عبد المتعال 


رقم الإيداع: 2008/567 
ردمك. 978-9959-55-041-5 ISBN:‏ 


ЭЛГЭЭ” 
АШ جميع الحقوق بحفوظة‎ 
حقوق انلكية الأدبية والفنية جمیعها محفوظة لجامعة 7 اکتوبر‎ 
على أي نحوء سواء بالتصویر أو بالتسجیل أو خلاف ذلك الا‎ ALAS ولا يجوز نشر أي جزء من هذا الکتاب أو‎ 
بموافقة الناشر خطياً ومقدماً.‎ 


جامعة 7 أكتوبر 
الادارة العامة للمکتبات والطبوعات والنشر 
هاتف : 2627201 - 2627202 - 2627203- 2620648 
فاکس: 051/2627350 
ص.ب: 2478 - مصراته - الجماهيرية العظمی 
الوقع الالکتروني: www.7ou.edu.ly‏ 
البرید الإلكتروني: Info@7ou.edu.ly‏ 


: خصیص الرقم الرولي اطوحر للكتاب من قبل‎ ë 
الوكالث اللیببث للترقيم الرولی اطوحد للکتاب‎ 
الوطنبث - بنغازي - ليبيا‎ es دار‎ 
9090509 - 9096379 - 9097074 هانفه:‎ 
9097073 : بريد مصور‎ 
nat _lib_libya@hotmail.com : الإلكتروني‎ му! 


إل بناتې الأعراء 


جلاء 


الموضوع الصفحة 
P дала‏ ———————— یو سنیگ .۰ ۱2۱ 
كلمة إلى الطالب عن آهمية الحسبان === === === === aavsmssmmm=mm‏ 9 
الباج الأول : اطتبایناث والدوال н‏ 11 
1-1: المتباينات 3232 11 
2-1: الدو ال سور 
الدوال الزوجية ID, E ES eet‏ 
الدوال الفردية ددم ——— 39 
الدوال المتقطعة ET тээ Ээ EE‏ ۱۲۱۱ 
دالة الصحيح الأعظم ТЭЭ LE‏ 
استعمال التحويلات الخطية في رسم الدوال: الإزاحة الرأسيةء 

الاز احة الافقية» التمدید والانضغاطء الانعکاس Ие‏ 
gall‏ ال القياسية و الدوال الجبرية ua‏ هو مس تي تم تس + 127 
الدوال التركيبية eee‏ بس عبط AU‏ 
الدو ال العكسية гс онь U s‏ 
دالة الدالة م موم و مس دی عم هی ام O SS‏ 
الباج الثاني : النهایاث واتصال الدوال یف ی یی о‏ 
1-2: مقدمة للنهایات ул Р ЭН UY sassa‏ 
النهاية من جانب واحد SS es‏ وو ل او ارت نع سا ТО‏ 
2-2: تعریف النهاية ЗРЕНИЕ ——— sasa‏ 
3-2: أساليب ایجاد النهایات هی هی СУИГЕН‏ 
النهايات التي تشمل المالانهاية 111 e‏ 
42: الدوال المستمرة EOE‏ ا ODE‏ 
الباج Ф‏ : اطشئفث ——— 12 
1-3: المماسات ومعدلات التغیر [o E‏ 


2-3: تعریف المشتقة 0008 Er‏ 
قابلية التفاضل ام ب ل و LE‏ 
القواعد الاساسية للتفاضل агаа‏ واه نوی سس SEEN‏ 1۱[ 
أساليب التفاضل E UU‏ 
قاعدخ السلسلة SS‏ سا EOE‏ 
3-3: التفاضل الضمني و التفاضل ХА)‏ امتري мас‏ مگ زو 
التفاضل الضمني ا 3 
المعادلات البار امترية ا [o‏ 
الباج الرابع : مشنقاث الدوال اطثلثبث دس جم 203 
1-4: نهایات الدوال المثلثية 120 LIRE гс‏ 2 
2-4: تفاضل الدوال المثلثية vi A ——M"‏ 
ФА‏ آخامس : آکرود القصوی للدوال مس سس سس 227 
1-5: الحدود paill‏ ی للدوال دك عد عوك - د ادج با دج تاه حر د داد و د د لامك ادا اوه . - 27 2 
2-5: مبرهنة ХАА)‏ المتوسطة аад,‏ ویس وس هس usato‏ .244 
3-5: اختبار المشنقة الأولی ее‏ 
4-5: اختبار المشتقة الثانية LM‏ 
5-5: رسم المنحنیات EE‏ ار 
الخطوط التقاربية المائلة P ————— Ó‏ 
«Л‏ السادس : تطبيفاث علي النفاضل Se‏ ۳ 30 
1-6: تطبيقات القيم القصوی +++ ا ا ا ا 307 
2-6: تطبيقات اقتصادية واجتماعية وعلوم حياة O‏ 
3-6: تطبيقات في الديناميكا اموس جعي ادبم хо ee‏ 
4-6: الانحناء aa sa an‏ ی یز 
5-6: التقریب الخطي و التفاضلات шлан‏ 
6-6: طريقة نیوتن — رافسون سر 
تمارین со À ale‏ 
أجوبة التمارين العامة MS‏ بتار لحو عاد وف وو وجي 391 


مقدمة 


راعينا في هذا المخطوط ما يحتاج إليه طلاب الجامعات بكليات العلوم 
والتربية والهندسة والزراعة واحتياجات المعاهد العليا عند إعدادهم لدراسة 
فروع الرياضيات المختلفة والعلوم التطبيقية بصفة عامة ودعمنا الكتاب بعدد 
هائل من الأمثلة المحلولة المباشرة وغير المباشرة والمتدرجة تدرجا منطقيا 
ابتداء من المتباينات والدوال وصولا إلى المشتقة تعريفا وتطبيقا ثم القواعد 
الأساسية لحسبان التفاضل وتطبيقاته في رسم المنحنيات المعقدة وضمناه كثيرا 
من التطبيقات Que‏ تطبيقات القيم القصوى» وتطبيقات اقتصادية واجتماعية 
وعلوم حياة وتطبيقات في الديناميكا والهندسة تم تعرضنا للتقريب الخطي 
والتفاضلات وطريقة نيوتن - رافسون لإيجاد الحلول التقريبية للمعادلات. 

وكان هدفنا من هذا التدرج المنطقي هو بناء عقليات رياضاتية لا تجد 
صعوبة عند دراسة الفروع الأخرى للرياضيات البحتة والتطبيقية والمقررات 
الهندسية والفيزيائية أو الزراعية المتقدمة. 

إن احتواء المخطوط على كم كبير من الأمثلة المحلولة وحشد ضخم من 
التمارين وإلحاق المخطوط بمجموعة كبيرة من التمارين العامة وأجوبتها 
يمكن الدارس أن يثق بمستوى تحصيله واستيعابه. 

وفي الوقت الذي نتمنى من الله عز وجل أن نكون قد وفقنا فيما نرمي 
إليه من الاستجابة لطلبات الطلاب الأعزاء الراغبين في العلم والمعرفة ومن 
إثراء المكتبة العربية بكتب منهجية موضوعية ومرجعية بالغة العربية» فإننا 
نرحب بكل ملاحظة أو اقتراح أو نقد е‏ من قاری حريص على تصحيح 
الخطأء فجل من لا يسهوء والعلم أخذ و عطاء. 

والله ولي التوفیق»»»» 


المؤلف 
د ae.‏ محمد عبد ЗЫМ‏ 


كلمة إلى الطالب عن أهمية الحسبان: 

الحسبان هو من آهم العلوم التي ابتدعها العقل ألرياضياتي» فهو يجمع 
بين الأفكار التحليلية والأفكار الهندسية لتكوين أدوات قوية لحل مسائل هامة 
وتطوير مبادئ ذات طابع أساسي هام في الرياضيات. 

اخترع الحسبان في القرن السابع عشر لدراسة مسائل في علم الحركة. 
فقد كنا نستخدم الجبر وحساب المثلثات في دراسة الأجسام المتحركة بسرعات 
منتظمة في خط مسنقیم أو cda‏ إلى أن أتى الحسبان ليتغلب إذا ما كانت 
السرعات متغيرة أو المسار غير منتظم» فالوصف الدقيق للحركة يحتاج تعريفات 
دقيقة للسرعة (معدل تغير الإزاحة بالنسبة للزمن) والعجلة (معدل تغير السرعة 
بالنسبة للزمن). ونحصل على هذه التعريفات باستعمال احد المبادئ الأساسية 
للحسبان ألا وهى المشتقة. 

وبالرغم من أن الحسبان قد نشا لحل مسائل في الفيزياءء إلا أنه قد أصبحت 
كثير من العلوم المختلفة تستخدم ما للحسبان من قوة ومقدرة على تطويعه 
لدراسة مختلف الظواهر. إن التطبيقات الحديثة في للحسبان تشمل دراسة 
معدلات النمو السكاني» معرفة Дама‏ لمخارج التفاعلات الكيميائية» قياس 
التغيرات اللحظية في التيار الكهربي»ء وصف سلوك الجسيمات الذرية» استكشاف 
العوارض الجانبية للعلاج بالاشعای حسابات الإرباح والخسائر الاقتصادیق 
فحص نواتج تآكل طبقات الأوزون» وتحليل الذبذبات في المنظومات الميكانيكية؛ 
ودراسة الشبكات الكهربية. 

ويستعمل الحسبان أيضا في مسائل القيم القصوی مثل صناعة صندوق 
بأقل تكاليف ممكنة وبحجم معلوم» أو حساب أقصى مسافة يمكن أن بتحركها 
صاروخ» والحصول على الحد الأقصى للانسياب الآمن للمرور على كبري 
طویل» وتعیین عدد الابيار الواجب حفرها في dia‏ بترول للحصول على 
أعلى كفاءة إنتاجية» إيجاد موضع بين منبعي ضوء يكون عنده شدة الاستضاءة 
اكبر ما يمكن» الحصول على اكبر عائد لإنتاج معين. 


وفي لریاضیات غالبا ما نستخدم المشتقات لایجاد المماسات للمنحنیات 
وتحلیل بیان الدوال المعقدة. 

ویعرف الاشنقاق بعملیات نهایات. ولذلك فان مصطلح النهاية هو الفکرة 
الأساسية التي تفصل الحسبان عن الریاضیات الأولية. هذا وقد اکتشف کل من 
м‏ اسحاق نیوتن )1642-1727( و ويليام Жээ‏ 33 لیبنز (۰)1646-1716 کل 
مستقلا عن الآخرء الربط بين المشتقات والتکامل ویرجع لهما اختراع 
الحسبان. وقد آضاف الکثیر من علماء الریاضیات إضافات iabe‏ في 
السنوات 350 الأخيرة. 

والتطبیقات التي نوهنا إليها هنا لا تمثل الا القليل من الكثير الذي سنتعرضص 
إليه في هذا المخطوط. 

ولا نستطيع بطبيعة الحال مناقشة كل استخدامات الحسبان والكثير الذي 
يظهر مع التقدم التكنولوجي المتصارع. فمهما كان مجال اهتمامك» فسوف 
تجد أن الحسبان مستخدماء سواء في بحث رياضي بحت أو بحث تطبيقي. 

وقد تكتشف بنفسك تطبيقا جديدا لهذا الفرع من فروع المعرفة. 


د . أحمد محمد عبد Jill‏ 
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A‏ الأول 
المتباينات والدوال 


بند 1-1: المتباینات 

إن جمیع مبادی الحسبان مبنية على خواص مجموعة الاعداد الحقيقية ۸. 
هناك تناظر آحادي بين R‏ وبين hà‏ واقعة على خط الاعداد ) خط الاعداد 
الحقيقية ) كما هو موضح في شکل )1( 


و — ə‏ بالإعداد الحقيقية x +J‏ < اعبت الإعداد الحقيقية الموجبةسحه 
! 


شکل )1( 


شكل النقطة 0 نقطة الأصل وتناظر العدد 0 ( صفر )» وهو لیس موجبا ولا 
سالبا. ویسمی العدد الحقيقي المصاحب لنقطة على خط الأعدادء |حداثي 
النقطة. 

إذا كان 2 , b‏ عددين حقيقيين فإن a) 2 < b‏ أكبر من a-b 2513 ) b‏ 
موجبا. ویمائگ ذلك Жа) «a‏ من (а‏ ومن ثم نلاحظ أن b‏ < 2 ذا 
وفقط إذا كانت النقطة A‏ المناظرة للعدد 2 تقع إلى اليمين بالنسبة للنقطة В‏ 
المناظرة للعدد 5. ومن الرموز الأخرى المستخدمة مع المتباینات b‏ > 2 
وتعني 9 > 2 أو 6 = 8 وکذلك 6 >8 > 2 وتعني أن 9 > ۵ © > 0. 
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ولذلك نستطيع أن نکتب على des‏ التوضیح 5<2 2->4-» 
.b2>0 ۸-3۴۳ <0‏ 
ومن السهل إثبات صحة ما يلي للاعداد الحقيقية bea‏ »6. 
1( 13 كان 6 < ۰۵ ۶ < 6 فان с‏ < ۾ 
2( 13 كان 0 < ۵ فان ۰ +0 < atc‏ 
3( إذا كان b‏ 2.فاٍن a-c >b-c‏ 
4( إذا كان b‏ < ۵, »© موجباء فان ac >be‏ 
5( إذا كان c.a b‏ سالبا» فان ac «bc‏ 
ویستطیع القاری كتابة العلاقات المناظرة إذا ماکانت a > b‏ ونرمز للقيمة 
المطلقة للعدد الحقيقي a‏ بالرمز |а!‏ ویمکن تعریفها على النحو التالي: 
ا 
—a,a«0‏ 


|а| хээ,‏ عن المسافة بين النقطة A‏ وبين نقطة O ФАУ‏ ولذلك فان 


المساقة بين B «A‏ هي 9 - ۰۵ أي «di‏ 5|=5: 4-3|23 020 
1- 2 ]41-2 1- ع 2 |2 +1. 
عندما نکتب Ala)‏ تعني أن النقطة A‏ احداثيتها هو а |4| a‏ بعد A‏ عن 
نقطة الأصل. 
لبعد بين النقطتين (2 BÈT) A-‏ هو 

dag =la - b 

-p2-7 

= |-9 =9 


إن البعدين ۰۸ 8 أو المسافة بين ۸ء B‏ أي a-b‏ هو عدد الوحدات بين 
.В,А‏ وكذلك 2 هو axe‏ الوحدات بين نقطة A‏ ونقطة الأصل .O‏ وأهم 
خواص القيم المطلقة هي» بفرض )0 (b>‏ 
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1( > 4 إذا وفقط إذا كان —b<a<b‏ 
al» b (2‏ إذا وفقط إذا كان 0 < 2 أو 0- > 2 
b (3‏ = ها إذا وفقط إذا كان 0 = 2 أو a--b‏ 
فعندما نکتب 3 > a|‏ 
; 2-2 
تعریف : المتباينة في × هي энд‏ رياضي يحتوي على الأقل واحد من 
الرموز < O‏ < <. مثل 
-5«2х-1-10 Axeleaxa2x43-31-93‏ 
وعندما یقال» حل المتباينة يشبه نظیره في المعادلات. فكلمة حل المعادلة 
تعني ایجاد القیم الممكنة لجذور المعادلة» آما حل АМАА!‏ یعنی ایجاد 
مجموعة قیم المجهول × التي تحقق المتباینة» وغالبا ما نستخدم الفنرات 


-3«а«3 تعني‎ » 


تعني 2 < 2 أو 2-> 2 


intervals‏ فنستعمل الترمیز (....:] Cus‏ يستخدم الفضاء الذي بعد 
الشارحة لوصف للقیود غك المتغیر ‏ . 


(ua وتعني مجموعة‎ 4 > > 0 Cun x يقرأ قيم‎ {x:a < x« b] 
.b ولکنها آصغر من‎ а الأعداد الحقيقية الأكبر من أو تساوي‎ 
القوس‎ [a, b) وطريقة الترمیز المكافئة لهذه المجموعة بأسلوب الفترات هي‎ 


| يستخدم عندما يوجد <» القوس | لما > ولذا حذفت j‏ = نستعمل ) و(. 


x:2 > > 5}=[2,5]> فترة مغلقة‎ 
ї(х:-25х«51-1-25)-» نصف مغلقة‎ š ji 


ix:--1« xx3] 2 (-13]5 نصف مغلقة‎ š 38 
{x:7<x<11}=(7,11)> فترة مفتوحة‎ 
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وعموما (a,b)‏ فترة مفتوحة [a,b]‏ فترة مغلقة» وکل من [a; b)‏ و 
(а, b]‏ فترات Аа‏ إذا كان أي من b «a‏ هو o‏ يقال أن الفترة لانهائية 
(غير منتهیة) أو تسمی شعاع 4а,оо) Саа‏ (©,مه-) وهکذا. والجدول 
یوضح مختلف فترات الأعداد الحقيقية والترمیز المناظر وبیاناتها على خط 
الاحدائیات (خط الأعداد). 


ES‏ التعريف بیان الفترة 
e ð , {x:a<x<b} (a,b)‏ — 
{x:a < xx b] [a,b]‏ — — —- 
гр {x:a < x<b} ]2, b)‏ ا Д‏ 
а ix:a« xx bj (а, b]‏ == 
ix: x» a} (а, оо)‏ — 
ix: x2 a] [а, оо)‏ ر 
x: x< bj )- oo, b)‏ = 
јај ix: x< b] (оо, b]‏ 
i—i R‏ 

{x:—0< x< oo] иь! 


) 4 (= مفتوحة‎ < ٩ الفتر ات : النقطة المجوفة‎ (1) Q әз 
۳ [ = مغلقة‎ = e النقطة المغلقة‎ 


مثال (1) 

حل المتباینات ДАЙН‏ وضح بیان الحل . 

رن 3-2 یم 11 34+2 
5 6 13 

x!-14»5x (: اد وو‎ (s 
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(3) сэ» 
—2x<2 
(2) قسم على‎ 
- > 2 
اضرب في (1-) فتصبح علامة التباين» إذن‎ 
х»-2 
(—2,oc) هي الفترة‎ X: × < —2 مجموعة الحل هي‎ 
(2) وبیان الحل هو شکل‎ 


3+2 11 5 
13 26 

إضرب في 26 
6x-4211‏ 
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X2— 


7 
Ze] E gae مجموعة الحل هي‎ 


وبیان الحل هو شکل )3( 


6) شكل‎ 
ss Ы (= 
2 
2 إضرب في‎ 
—10<4-3x<2 
4 إطرح‎ 
-]4s-3x«-2 
ЗИ uo واعکنن‎ quas ua 
i 
3 3 
ورهذه تكافي» المتابینة‎ 
2 14 
< x< 
3 3 
14 


х? -14< 5× Ё 
5X إطرح‎ 
Х2-5х-14»0 
حلل لعوامل الدرجة الأولى‎ 
(х-7)х-2)»0 
و 2 + کما هو موضح في‎ х-7 نفحص بعد ذلك إشارتي العاملین‎ 
(5) شکل‎ 


+ + + (x-7) 


EMEN بو‎ + + + + + + + + + `+ + + + (+2) 


-2 


(x+ 2(x- 7) 


إذن مجموعة الحل هي ix: x— or x>7)‏ أو هو اتحاد الفترتین 
)7,0( )79,2( 


مثال(2) 

حل ЗАЛАА!‏ ووضح بیانها 
х (‏ 4 2 3 
43 2+ 


| 2x Ї 25 
e шиг ب)‎ 
х-1 4 
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3 4x ( 
X+2 х-3 
| - طرح‎ 
3 x 4x 20 
х+2 +ع‎ 3 
وحد المقام‎ 
303+ x)- 4x( x 2) 
(x+ 2) x+ 3) 
TEN 
3x+9-4x -8x 
(x+ 2|х- 3) 
-4x —5x+9 7 
(x+ 2 (x43) Е 
اضرب في (1-) مع عکس إشارة التباین‎ 
4x +5x-9 
(x+ 2x3) 5 
حلل إلى عوامل الدرجة الأولى‎ 
х-144х+9 
s У zi 


افحص إشارة كل عامل في البسط والمقام ( شکل 6( 
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1 
цээнд را‎ 


| 

-94 

Хо ودب‎ +H ++ ++ + + + + + + + (4х--9) 
-2 I 


| 

- --- +بب+ب+ببب+بب 4+ بو‎ + + (x2) 
| 
| 


شکل )6( 


یلاحظ أنه عند فحص إشارة عوامل المقام أخذنا في الاعتبار أن 2— ¿XZ‏ 
хя -3‏ لذلك استعملنا lid‏ الجوفاء مع عوامل المقام رغم أن إشارة 
المتباين تحتوي أو - . 

بعد ذلك عملية ضرب أو قسمة 4 عوامل تكون موجبة عندما تكون كل العوامل 
الأربعة موجبة أو كلها سالبة أو اثنان موجبان واثنان سالبان . وتكون العملية 
سالبة لغير ذلك . 

إن بحثنا أين يكون الكسر موجباً أو = صفر وبذلك заз‏ أن مجموعة الحل هي 


x<-2] з) ix: x21]‏ > بر 


وفترة الحل هي 


بأخذ الجذر التربيعي مع الأخذ في الاعتبار أن» 
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نجد آن» 
2x 22‏ 
х-1 2‏ 

o3 
ET 2x 5 
2 x-1 2 

ویستحسن هنا تحویلها إلى متباینتان أنيتان» 
2x 5 2x 5‏ 
Ec а Munus Dias‏ 


x=] 2 ۰ 1020 


5 Р 
5 لمتباينة الأولى؛ بطرح‎ 
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— —— —O+ + + + + + + + + 


| 
С xo dea cit 
9 ° 
(7) شکل‎ 
(- co,1)U [5, oc) إذن فترة الحل هي‎ 
2X 5.20 
х-1 2 
4х--5(х-1) 
0 
2(х-1) 
9-5 
2(x-1) - 


وفحص إشارتي البسط والمقام مع حذف « ( شكل 8 ) 


شکل )8( 


оа‏ فترة الحل هي гс)‏ لا(0,5/9-) 
والحل الذي يحقق المتباينتان الأولى والثانية آنيا هو تقاطع الحلين أي 
(,1)لا[5/9,مه-)1)(م,كإل)(1,ه-) 
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أي ),5/9]0[5,-( 
وبذلك يمكن АЛХ‏ مجموعة الحل» 
x«o]‏ > 5 أو 5/0 xx‏ > مه :را 


ویمکن استتباط الحل Ыы‏ ( شکل 9 ) برسم نتيجتي بياني المتباینتین . 


المتباينة الأولی 


)3( مثال‎ 
حل المتباینات‎ 
3х-524 ب-‎ x—3|<1 -| 
|×-2 >0 -ə х2 -3× <0 шү 
کر 3- 22 »1« مر‎ -3424 — A 
الحل‎ 
| - 3 <1 ( 
elex-35«l إذن‎ 
es 
2<x<4 
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(2,4) آو هو الفترة‎ ix:2« x<4} الحل‎ Ае pana 
(9) وبیانها شکل‎ 


3-4 < 4 (- 
3х-4:-4) 3x-424 «од 
4 آضف‎ 

3x<0 j 3x28 


x<0 j xum 
3 


8 : 

|x: x> Ê LU (x: x<0) أو هي‎ 
8 ۱ 

(- oo,0]U ЕЭ الحل هي‎ 538, 


وبیان الحل بشکل )10( 


3 2 1 0 1253 4 5 


شكل )10( 


—( 0< ×3- کر 


القيمة المطلقة موجبة دائما مهما كانت X‏ الحقيقية إذن مجموعة dal‏ هي R‏ 
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د) 0< |x-2‏ 
القيمة المطلقة لا یمکن أن تکون سالبة مهما كانت × الحقيقية إذن Ас зама‏ 
الحل هي ф‏ ( المجموعة الخالية ) 
شم 4< ة- х2‏ 
x 33x4-4. 4 x^-3x24 сэ‏ 
х -3х-420‏ أو x —3x+4<0‏ 


جذري х2 -3х-4-0 АА)‏ هما 


3 + 49-416 
حير‎ ` e dq 
2 
x а Д оаа 
b? -4ac29-16- —7 йог 


وجذریها تخیلیان لذلك فان لمقدار х2-3х-4-0‏ 
يحمل دائماً إشارة ”× أي موجب دائماً ولذلك فان المتباينة الیسری لیس لها 
حل حقيقي بمعنی أم مجموعة حلها هي ۵ . 
Li‏ المتباينة الیمنی x2-3x-42>0‏ 
(x 1(x-4)20‏ 
فان Ае заа‏ الحل هي x24]‏ أو ix:x€-1‏ 
أو یکتب ([- ix: xz 4(۱( (x: xx‏ 
(-o,-1|]U|a,oo) зай)‏ 
والبیان في شکل )11( 


تمارین )1-1( 


1( اختصر المقدار 
нэгээ‏ 
Bc M-d 0‏ 0 2-1 
50 © 3 و3<م 

x2-7, |xe-7| (3 3-л (9) 


2( حل المتباينة وأوجد مجموعة Jall‏ على صورة فترة Afia‏ بيانيا 


2х+5<3х-7 (C3) | 4-х«1(4) — 3x-122 )( 


2 <2Х-3 


x —x-6«0 (4) 3 


«7(—) Х-8»5х-3(3) 


х? -3x49»0 Ш) X +4×+3<0 (0) -2< «0 O 
xX2x-3)25 )م(‎ x? -4х-17<4 (J) x! -2x-5»2 (4) 


2-2 x+] 
<4 2 3х-1)54 (c 
enr m. 0219) ҳ(3х-1)<4 (0) 


3( آوجد š‏ حل المتباينة 


2 2 1 3 : 

< ca 2 | 

2x+3 x-5 e х-2 +1 0 
|x- 4| € 0.3 (3) Ix-3 «2 (—) 
Bx-7|25 (3 2+ 5 > 4 (а) 
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4( حل المتباينة الاتية : 


1 24 1 7-2x 1 
"d (= ^B 5 2 0) 

2 
е -1<3 0 55 21 (~ 

х-1 4 
bà + x×-1 >0 (3 х2 -114<0 (=) 
حل المتباینات‎ (5 
Ix- 2| < |х+1 (—) 21+ух-2 > 23 0 
x-2 < +1 (د)‎ |x-2 > x41 (>) 
22227, (9) х-22>|х+1 (а) 
х-1 

.H «50 (ii). H > 0 (i) : = (ز) ات‎ 


6( أطلقت قذيفة من سطح № оа‏ 
بسرعة и‏ تمیل على الأفقي بزاوية ,0 . 
فتحرکت على المسارء ( شکل 12( 
c ээг‏ 
2и? cos” a‏ 
فکان آقصی ارتفاع لها هو H‏ . 
(Í‏ استعمل المتباينة 
8 > ۲۷ شکل )12( : تمرین 6 
لایجاد العلاقة بين «Uc H‏ © باعتبار ع عجلة الجاذبية مقدارا ثابتاً . 
(ч‏ آوجد قيم × التي نکون Зам!‏ عندها على ارتفاع آکبر من 17/2 . 


y= xtana - 
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> x+2 (4) x »x-2 () 
х»|х-2| (3 Х»|х-2| (=) 
Haa Mag 
х-34|х-2/54 (c) M*|x-H21 (3 


8 13 كانت ۰2 Ус! © cb‏ حقيقية موجبة » 0<0 < 2 < ۰0 آثبت أن 
Ае gana‏ الحل للمتباينة © > |6 x-‏ + اه |x-‏ 


هي الفترة» 


5 


تس 
2 2 


9( آثبت أن المقدار [x + |x — e|‏ ثابت في الفترة [0,0] . 
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بند 2-1: الدو ال 

من التعریفات الأساسية الهامة في الحسبان هو الدالة . فطالما درسنا تأثير 
تغیر كمية معينة على كمية متغيرة آخری . مثل تأثیر تغیبر سرعة СЪ‏ 
على درجة حرارة الجو أو تأثیر مقیاس النبض على مقیاس ضغط الدم وهکذا 
. هذا 234513 الكمية ААШ‏ تعتمد ad‏ علی الكمية الأولی . فاذا کان تخیر 
كمية X‏ یتبعه تغییر في كمية у‏ فاننا نستطیع توظیف X А)‏ لاعطاء 
معلومات عن y‏ 

ونقول آن y‏ دالة في X‏ بمعنی أن × Jä‏ على ey‏ 

تعريف : الدالة 

× هي تناظر يعين» لكل عنصر‎ В إلى مجموعة‎ А من مجموعة‎ f А: 
"В في المجموعة‎ у في المجموعة ۰۸ عنصرا وحیدا‎ 


شکل )13( 


العنصر y‏ في В‏ هو قيمة f‏ عند X‏ ویرمز له "f of x f(x)‏ 
دالة "х‏ المجموعة А‏ هي نطاق الدالة والمجموعة B‏ هي النطاق المساعد 


28 


للدالة c f‏ آما مدی f‏ فهو المجموعة الجزئية من النطاق المساعد «В‏ التي 
تتکون من القیم الممكنة للدالة f(x)‏ المناظرة لقيم × في ۸ . 

ША!‏ ما نتصف الدوال برسم کالموضح في شكل )13( حیث مثلنا المجموعتین 
B ¿A‏ بنقط داخل منطقتین في المستوی. 

f(x.) « f(x5) « f(x) الأقواس المنحنية فتوضح أن العناصر‎ Uj 
على الترتیب في‎ XQ و« و‎ 0X ۰) في 8 تناظر العناصر‎ f(x), 
واحد فقط یناظره‎ хас А يجب أن نتذکر دائما أن لكل عنصر  في‎ . 4 
لهما‎ Xj, X; في 8 . قد بحدث أن عنصرین مخنلفین في ۸ مثل‎ f(x) 
. 8 في‎ f(x (= f(x,)= y نفس قيمة الدالة‎ 

تعريف : الدالة الأحادية 

نقول أن f‏ دالة أحادية أو 'واحد - لواحد" إذا كان f(x) f(y)‏ طالما 
A ey d‏ 

الدالة الموضحة في شکل )13( ليست Aaf‏ لأن f(x)- f(x.)‏ بینما 
X| X3‏ . 

الدالة الأحادية تعين كل X хас‏ في A‏ عنصرا وحیدا f(x)‏ في В‏ 
والعکس کل عنصر f(x)‏ في y‏ یناظره عنصرا وحیدا ‏ في ۸ . 

عادة ما نعرف دالة۴ ЗАХ,‏ تعبیر جبري أو قاعدة لإيجاد би f(x)‏ 
f(x)= J3x-2 4 f(x)=2x+3‏ . أو نقول أن f(x)‏ هي 
ضعف مربع f(x) d x‏ هي الجذر التربیم للفرق بين العدد 5 و . 
وهکذا. 

فمثلا : إذا أعطينا 2 -/۰ f(x)‏ ۰ ونعلم أن یفترض أن یکون مجموعة 
العناصر Adsl‏ التي تحقق شرط البقاء على O3 duds f(x)‏ 
0 < 2-2 تعطي 2 < × ونستنتج أن النطاق هنا هو الفترة (۰]2,00 فاذا 
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رمزنا لنطاق f(x)‏ بالرمز م «(Domain of f) D‏ فان (مه,2] = م .D‏ 
ويجب تذکر أن إذا كان × نتتمي إلى Dei) Dr‏ > × ) نقول أن f‏ 
ux‏ × أو أن f(x)‏ موجودة . 

إذا كانت © هي مجموعة جزئية من ЗАЛ‏ فلابد أن Ааа f‏ على C‏ 
Ум‏ في حالة f(x)= /x-2‏ ( (ص,2]= f gà р,‏ معرفة في 
A= [2,oc)‏ وفي (2,5)< رک 4 )460(- S,‏ وهکذا لأن کل من 
۰5 $5 مجموعتان جزئیتان من 4 . 

d f ليست في نطاق‎ х أن‎ дай x عند‎ Ара غير‎ f مصطلح‎ Li 
. ر‎ © Dy 

فمثلاً عندما ۰-1 1- f)‏ وهو عدد غير حقيقي ونقول أن f(I)‏ 
غير معرفة لأن 1= × لا تنتمي إلى م(1 . 


)1( مثال‎ 
f(x)= pu كانت‎ 13 
2+1 
f(x—-1) « f(x43) ‹ f(2) › f(- 6) ب) أوجد‎ 
الحل‎ 


( لایجاد «Dg‏ يجب أن تکون f(x)‏ عدد حقيقي معرف وهذا یحدث là‏ 

02513 المقدار تحت الجذر موجبا و يساوي صفر والمقام لا يساوي صفر 
أي 0 عدج 1+ير. 3—x>0‏ 
XZ‏ 


x<3 xz-l 
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43-1-6) 49 3 
Д-6)- = = ca 
-6-1 —$ 5 (3 
3-2 1 
СОР 21۱ 8 
f(x43)- 8-63), mis 
241 بر‎ + 4 
۲+3 ع‎ р; ‹ хєр; یلاحظ أن‎ ( 
xe Dp-3 تؤدي إلى أن‎ 
Руз) = )- 99,-4)U (- 40] 5 


(gl‏ أن نطاق هذه الدالة» )3 f(x‏ ‹ هي جميع الأعداد الحقيقية السالبة ماعدا 
4- برء قد نكتبهاء R-(-4]‏ ( 
а= СЕ, 44-х‏ 
х-1-1 х‏ 
( ونطاق هذه الدالة هو 


f(x-1)- 


D )م‎ = р, +1 
( Ds.) = (5,1) (1,4] 


تعریف : خارج قسمة الفرق difference quotient‏ 
13 كانت Ala f‏ معلومة فإن خارج قسمة الفرق یعرف 
علی النحو 
f(x+ h)- f(x)‏ 
h‏ 
وسوف نرمز له بالترمیز f(x,h)‏ لأنه سیکون دالة في کل من × و 7 . 


hz 0 
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مثال )2( 
as d‏ خارج قسمة الفرق f(x,h)‏ للدوال الاتية في أبسط صورة . 


ES (> f(x) - × +6х ب)‎ f(x)- x (і 
X 
الحل‎ 
2 2 
(| = 6:0) х ( 
x +2hx+ ° -x 
5 h 
2 
E =2x+h 
ب)‎ 
2 2 
E — X تام‎ ea 


h h 
= 2+ 1+6 


-h _ -1 
hxX(x-h) x2 + hx 


( نلاحظ أنه في (ب) استعملنا أنه إذا كان «dà f(x)= ñ(x)+ f,(x)‏ 
f(x,h)= f(x,h)+ f,(x,h)‏ على القارئ إثبات ذلك ). 

إذا كانت f‏ دالة معلومة فمن الممكن استخدام الرسم لتوضيح التغيير في قيمة 
الدالة كلما تغيرت × خلال م (] . 
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وبيان الدالة ۶ بنطاق Пү‏ هو بیان المعادلة у= f(x)‏ لقيم x‏ في (1. 
хай»‏ بالبیان مجموعة النقط xe Ор £u «(x f(x))‏ . والعکس lJ‏ 
كانت نقطة <ë p(a b) Ji‏ على البيان فإن الاحداثي b GÍ y‏ هو قيمة 
الدالة Да)‏ . وشکل )14( یصور Гон‏ ویوضح النطاق والمدی (عادة 
نرمز لمدی الدالة f‏ بالرمز Range off Re‏ '( . في هذا الشکل یتضح 
أن مر Rp‏ فترتان مغلقتان . في أمثلة أخرى قد يكونا مفتوحتان أو لا 
نهائیتان أو غير ذلك من مجموعات الأعداد الحقيقية . 


شکل ( 14 ) 


فلذا اعتبرنا الدالة 2 -×/ہ =(×)۴ Jäs‏ نجد أن ۲-2 у=‏ 

۰ (ه,2] <مظ Re X,‏ نجد أن y‏ موجبة دائما کذلك A,‏ 
y?‏ + 2 <ر, نجد أنه لا یوجد قبود آخری علی ‏ . 

لذلك у оја‏ حقيقية «аза‏ (0,0] = ,۸ وشکل )15( یوضح منطقة 
وجود بیان الدالة . شكل )16( یوضح gr( f) «Qual‏ 
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وحیث أن f(x)‏ نظل معرفة في أية نطاق جزی S‏ من Ша D,‏ نستطیع 


بیان الدوال 
f(xX)e94x-2 «< 6 5 = {х:3<х<5}‏ 
و 123456= £(x-4x-2 «< xe S‏ 
و )5,00| = 83 5(х)-4х-2 ‹ хє‏ 
والأشكال ۰17 48 19 تبين )£ gr(f,) «gr( 5)«gr(‏ وقد 


gr( &) : (19) شكل‎ 


ویمکن ЗАХ‏ بیانات الدوال السابقة على الصورة 


( 

I х-2 /3«х«5| 

(£) = 20.6144.42)(545)(6:2) 

g(&)- (x y): y= 322, хэ 5| 

وعموما بما أنه يوجد ЗАВ‏ واحدة فقط f(a)‏ لكل а‏ في النطاق فانه یوجد 
نقطة و احدخ فقط gr( f)‏ لها إحداثي X—‏ يساوي 2 . 

من ثم كل خط رأسي یقطع المنحنی gr( f)‏ في نقطة واحدة فقط وتبعا لذلك 

فان grh f)‏ لا يمكن أن یکون صورة مثل دائرة أو قطع مخروطي ناقص أو 

زايد حیث من الممکن أن يقطع الخط الرأسي مثل هذه المنحنیات في آکثر من 

ومن الجدیر التأكيد عليه أن نقاطع البيان gr(f)‏ مع محور X‏ 
(x— intercepts)‏ هي جذور المعادلة 0 2 f(x)‏ . 

وهذه الجذور تسمى أصفار الدالة ۶ . بينما تقاطع f)‏ )7ع مع المحور y‏ 
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هو  f(0)‏ وحيد القيمة إن وجد. کذلك قد یکون للدالة أصفاراً أو قد لا یکون 
إذا كان gr( f)‏ لا يقطع المحور ‏ . 

gr(f) Ja فیها بعض من التماثل . مثل‎ сэн الدوال تعطي‎ үрэх 
: أو نقطة معينة . من بين هذه الداول ما يلي‎ суха بالنسبة لخط‎ 

even functions 43» 5! الدوال‎ (1 

الدالة الزوجية ‏ تحقق الشرط f(— x)= f(x)‏ لكل x‏ في النطاق D,‏ 
وبذلك یکون gr( f)‏ متماثلا بالنسبة لمحور у‏ . 


]| 1 1 
ومن الدوال الزوجية» 1 ہیں كبر x ç 60 ç m‏ 


[e(x)” «Sec X «COS X‏ حيث ...0,1,2 glx) «m=‏ أي دالة حقيقية. 
وشکل )19( یوضح بیان الدالة الزوجية عموما وبعض دوال الزوجية 


معر و 43. 
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odd functions الدوال الفردیة‎ -2 

الدالة الفردية تحقق الشرط ff- x)=- f(x)‏ لكل × في نطاقها 
م D‏ وبذلك يكون grh f(x))‏ متماثلا بالنسبة لنقطة الاصل . 
ومن الدوال الفردية «Sin x EEE бог: s ох” (x «X‏ 


сойх «tan x «cosecx‏ وشكل ( 20 ( يصور بیان الدالة الفردية بصفة 
а etu ale‏ ان Wa xul Aces all‏ 

ویجب تذکر أن معظم الدوال المستخدمة في الحسبان ليست زوجية ولا فرديةء 
ولکن أي Alla‏ یمکن تقسیمها إلى مجموع دالتين آحدهما زوجية والأخری 
Ад А‏ کدلك يجب تذکر الخواص التالية للدوال الزوجية والدوال الزوجية. 
فإذا كانت Ev(x)‏ دالة زوجية od(x)‏ دالة فردية فان 

. هي دالة زوجية‎ Ev. (x). Ew(x) (1 

00,(х). od(x) (‏ هي دالة زوجیة . 

. هي دالة فردية‎ od(x) ۰ E x) (3 
TORTOR 


. دوال زوجية‎ ( 
od, (x) Ev, x) 


۰ دوال فردية‎ ой (х) آو‎ Ev(x) 


Ev x) od (x) 
درل زوجية.‎ [od(x)| « [E,G)] ‹ [g (P) (6 


— 
Ол 


|од(хЇр 2 (7‏ دالة فردية. 
وعلی ذلك فالدوال الاتية زوجية: u T Tm‏ 
х4-1‏ 
(à - Ї ‹ (2-7) «(cos х) ‹ T j^ iuit‏ لماذا ؟ 
X X‏ 


3 cotx x +1 


2 


— «x^ tan والدوال الآتية فردية:‎ 
X sin X 


۴ لماذا‎ (sin x) 
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0 cos ` 


` 
EN З2 02 7 
VA N 


=R مود(‎ Re UL 


شكل )20( 
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1 
ليست‎ qd M= 1,2,... ‹ Ңх) = ×” والدالة‎ f(x)= ух الدالة‎ ul 


زوجية ولا فردية . ویوضح بيانها شکل )21( 


شکل )21( 


الدوال المتقطعه piecewise functions‏ 
تعرف الدوال المعطاة بأکثر من تعبیر جبري بالدوال المتقطعة Cus‏ یعطی 
OS‏ التعبیر الجبري الممثل لها في كل فترة جزئية من نطاقها بشکل مختلف. 


مثال (3) 
وضح بیان الدالة المعرفة على النحو التالي 
2x43 ° x«0‏ 
0<х<2‏ و ضر ! - f(x)‏ 
x22‏ , 1 
хаш ай аа‏ 
الحل ( انظر شکل 22( 
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ویتضح من الرسم آن (©,مه -) = Rp = (704) ç D,‏ 
فعندما 0 > x‏ تکون f gu f(x)2 2x43‏ هو جزء من المستقيم 


شکل )22( 


(0,3) كما بشکل )22(. الداثرة المفتوحة توضح أن النقطة‎ y=2x+3 
ليست على البیان.‎ 

Кі,‏ 2 >× >0 تكون f(x)» х”‏ وبيان Í‏ هو جزء من القطع 
المكافئ 

. والنقطة )2,4( ليست من البيان‎ y= x? 

,14 عندما X22‏ تكون АЖ амь‏ هي 1 cada‏ والبیان هو جزء من 
مستقيم آفقي یسمی نصف مستقيم بنقطة نهاية )2,1( ویلاحظ في هذا المثال 
أن f‏ هي دالة بیانها يتكون من Бас‏ قطع غير متصلة . 

Greatest integer function دالة الصحيح الأعظم‎ 

دالة الصحيح الأعظم تعرف على النحوء f(x)=|x]‏ حيث [x]‏ هو жі‏ 
عدد صحیح Ач‏ من آو يساوي . فلا مثلنا R‏ بنقط علی محور «х‏ فان 
هي أول عدد صحیح إلى يسار × أو منطبق علیها . فمثلاه 
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[5]2 o . Wru]s3 . [aei « [os]=0 
-105|--1 © | -5|--3-|-38|--44 [-3]23 


E ВЕ BE ‹ | ах|-1 


وشکل )23( توضح بیانیا مواضع [x] «х‏ لكل القیم السايقة على خط 
alae VI‏ الحقيقية. 


۱0۳ 


-3.8 


شکل )23( 
КА‏ )24( فهو یوضح بیان الدالة f(x) = [x]‏ . 
وقد استعنا بالجدول الآتيء 


x оё [x] 

- 2 > بر‎ > -1 -2 
-1 < x< 0 51 
0> x«l 0 
15 2> 2 : 
2<x<3 2 
3 > > 4 2 
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فکلما كانت × بين عددین صحیحین متتاليين» فان الجزء المناظر من بیان 
الدالة یکون قطعة من مسنقیم آفقي ویمکن تلخیص تعریف [x]‏ على النحو 
لأجل 2+1 >2 > م تكون م = [х]‏ > حیث xe П‏ صحيح موجب أو 
зэ‏ 

والعکس 1 كانت [x|= n‏ فان 3B n<x<n+l‏ كانت 2 - [] 
مثلاء یتبع ذلك أن .2<x<3‏ 


) 24 ( شکل‎ 
(4) Jis 
[x - 2*[ --1 حل المعادلة‎ 
الحل‎ 
Ee 
Теа) o3 
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اف كل فرت 


0 > х2 2х+1<1 


0 > (x-1Y «1 
)-1(۳ 20 y (172221 
х-120 "n |Ix- 1| «1 
хє К "n -1«х-1«1 
хє(0,2) الجواب هو‎ -. (22222 
:)5( مثال‎ 
-1x[x]«3 АМАА حل‎ 
الحل‎ 
-1&[x]«3 
۷ [x|- -1,2 آعداد صحيحة»‎ [x] ولان‎ 


.. xe [-1,0)U[2,3) 


استعمال التحويلات الخطية في رسم المنحنيات 
Use of linear transformations‏ 

إذا كنا نعلم بيان f(x)‏ ر يصبح من السهل توضيح بيانات الدوال الناشئة 
عن تحويلات خطية للدالة f(x)‏ مثل الإزاحة والتمدد والانضغاط أو الانكماش. 
V j‏ : الإزاحة Shift‏ 

أ- الازاحة الرأسية : Vertical Shifts‏ 

إضافة أو طرح مقدار ثابت موجب c‏ لقيمة 314 f(x)‏ يسبب إزاحة رأسية. 
فالاضافة © تزیح بیان الدالة ۴ لأعلى مسافة © من «las gll‏ وطرح C‏ 
يزيح المنحنی لاسفل كما هو онь‏ في شکل )23( 
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الإزاحة الرأسية 0 с>‏ 


شكل (23) 


ب- الإزاحة الأفقية Horizontal Shifts‏ 

البيانان gr( f(x—c)) ¿gr(f(x+c))‏ — هما إزاحتين أفقيتان لمنحنى 
العلاقة у= f(x)‏ إلى اليسار مسافة © والى اليمين مسافة © على الترتیب» 
كما هو واضح في الشكل (24) 


Stretch and compression التمدید والانضغاط‎ : NL 
التمدید والانضغاط الرأسي‎ - 

Vertical Stretch and vertical compression 
للحصول على‎ c في مقدار ثابت‎ f(x) ضربنا کل قيمة للدالة‎ 13 
وانضغاط‎ c>] على تمديد رأسي إذا كانت‎ Шах نکون قد‎ y-cf(x) 
. (26) 425) رأسي لما 1 >2 >0 كما في شكلي‎ 


تمدید eol, j‏ انضغاط رأسي 1 > © > 0 


شکل )25( شکل )26( 


ب- التمديد والانصغاط الأفقي Horizontal Stretch and Compression‏ 
البیانان )2( أت ۰ gr(f(cx))‏ هما تمديد وانضغاط أفقيان بنسبة © 
c‏ 


على الترتیب كما هو واضح في شكلي )27( ‹ )28( المنحنی الذي معادلته 
c] ‘y= dž)‏ والمنحنی الذي معادلته (Аа y= f(cx)‏ انضغاطة 


C 
اتخذنا المنحنی‎ Cus 428) 427) .كما هو واضح في شكلي‎ c>] ЭР 
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انضغاط أفقي بمعامل С‏ 


شکل )27( شکل )28( 


cyo x^ —8x= f(x)‏ وتمديده بمقدار 2ج 4x‏ - = -)1( = ر في شکل 
)27( آما في شكل )28( اتخذنا y= Р(х) = x! -2x-3‏ وانضغاطتها بمقدار 
2= © وحصلنا على у= f(x)- 4x —4x-3‏ . وذلك على سبيل المثال. 
ثالثاً :الانعكاس Reflection‏ 

a‏ المعادلتين y=- f(x) «ус f(x)‏ هما انعكاس أحدهما بالآخر عبر 
المحور × . شكل )29( Ши,‏ المعادلتين y=-f(x) «yo f(x)‏ هما 
انعكاس أحدهما للأخر عبر المحور cy‏ شكل )30( . 


انعكاس في ١‏ 


شكل (29) شكل (30) 
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کثیرات الحدود Polynomial function‏ 
يقال لدالة f‏ إنها کثیر حدود إذا کانت على الصورة 
f(x)=a,xX"+a, +. a x ag‏ 


حیث a, ٠... › 2 ۰ 84 ۰ ар‏ آعداد حقيقية » n‏ ۰ 1-1 « ... آعداد 
موجبة صحيحة ‹ ولذا كان ±0 ره » فإن f‏ کثیر حدود من الدرجة ‏ 
وفیما يلي بعض آشکال کثیر ات الحدود الخاصة » 4۶0 « 

مقدار ثابت ودرجتها صفر € 0 f(x)-‏ 

f(x)» ax+ b » 1 خطية » درجتها‎ Alla 
f(x)= ах? + bx c » 2 تربيعية » درجتها‎ Alla 
f(x)= ax? + bx? + جين‎ d » 3 دالة تكعينية » درجتها‎ 
f(x)= ax* + bx + c” + dx+ e » دالة من الدرجة الرابعة‎ 

وهکذا . 


وشکل الدالة التي درجتها صفرء أي Alla‏ المقدار الثابت هو مستقیم يوازي المحور 
×» معادلته y= a‏ ویکون آعلی أو أسفل المحور X‏ على حسب کون 0 < 2 
أء 0 > 2 على аад‏ أما y=0‏ فهو المحور x‏ نفسه. شکل )31( 


f(x)- — 


دالة الدرجة الأولى f(x)=ax+b‏ یکون بیانها هو المسنقیم 0 +2 = ر 
Ми‏ 2 ویقطع من محور y‏ جزء طوله b‏ . ( شکل32) 


0 = а> 0 
۶ E 2 > f(x)» 2+ b 


Ox 
i» 


الدالة الخطية c‏ ومیل المستقیم 0 а>‏ الدالة الخطية » ومیل المستقیم 0 > а‏ 


شکل )32( 


دالة الدرجة الثانية» الترييعية f(x)= ах + bx c‏ یکون بیانها هو القطع 
المكافئ у= ахі + bx+ c‏ . ویمکن کتابتها على الصورة 


жин 
a a 


(x) à 
=a دبع‎ | +а-– — 
2а 4а 


وهي نفس الدالة у= x^‏ الموضحة في КА‏ (19-ب) ولکن أزاحت أفقيا 
2 


4a 2a 

ونلاحظ أن رأس القطم у= x^‏ هي نقطة الأصل ‏ أما رأس هذا القطع فهو 
2 

m pue А 2 laaill 
2a 4a 

0&5 )1-33( یوضح الشکل العام للدالة التربيعية لما 0 < ۰2 شکل )2733( 


b2 
СЕЕ حول المحور‎ АЙЫ حدث انعکاس‎ Cus a«0 لما‎ 
3 
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محور القطع 


شکل )33( 


کذلك الشکل العام للدالة التكعيبية مشابه للدالة X^‏ فیکون على الصورة 
الموضحة في КА‏ (34- |( إذاك كانت 0 < 4 ۰ على الصورة الموضحة 
في شکل ) 734 ب) عندما 0 > 2. 


у= ax + bx? + cx+ d 


ax + bx + dx+ d a<0 a>0 у= х}‏ دير 
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الدالة القياسية والدالة الجبرية 
Rational function and Algebraic function‏ 
الدالة القياسية هي т ДА‏ قسمة دالتي كثير حدود. وسوف نتعرض ЇАЙ‏ بعد 
لفحص بیانات کثیرات зум)‏ والدوال القياسية باستعمال طرق الحسبان. آما 
الدالة الجبرية فهي دالة يمكن التعبیر عنها على شکل مجموع j‏ فرق أو جداء 
أو مقسوم أو أسس قياسية لكثيرات حدود مكلا 
f(x)= шэг‏ دالة قياسية › 
X +x +6x‏ 


f(x)= x! -3V x+ =‏ هي دالة جبرية 


x (3x-7) 
Мж ox 
وأية دالة ليست جبرية تسمی‎ e جميع الدوال الأسية » والمثلثية واللوغاريتمية‎ 
وسوف نرجیء دراستها إلى ما بعد در اسة‎ « transcendental دوال ذكية‎ 
. طرق الحسبان‎ 
Composite functions الدوال التركيبية‎ 
عادة ما نستخدم في الحساب دوال ترکیب من دوال بسيطة بعمل تجمیعه‎ 
معقدة من دوال البسط بطرق عديدة مستخدمین العملیات الحسابية و الترکیب.‎ 
f—g والفرق‎ ۴+ g p نستطیم تعریف‎ су х فإذا كان ۴ و ع‎ 
: على النحو التالي‎ f/g والجداء 18 والمقسوم‎ 

(f+ gXx)= (+ g(x) 


(ға) ғ 


МУ 
бал 
Чей 


g(x) 
و ع أي الاعداد‎ f هو تقاطع نطاقي‎ fe أو‎ f-g j f+g 3m 
. المشتركة من كل من النطاقین فنکتب‎ 
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D بم‎ = DN D, 
12 یم‎ = D 1 D, 


Dg = D£ 1 D, 
و ع ماعدا الأعداد التي تجعل‎ f نقاطع نطاقي‎ о f/g آما نطاق‎ 
D f/g= D £ YD, ,g(x)+0 أئ‎ g(x)20 
D f/g- D£ D, - 1x: (x) - 0j » أو نكتب‎ 


:)5( مثال‎ 
в(х)=2х-6 . f(x-242-x.g&!3 


лэ)‏ مجموع» والفرق» وجدای وخارج قسمة ۴ و 2 مع وصف النطاق في 


. کل حالة‎ 
الكل‎ 
م1‎ ={x:2-x>0}= {x:xS2} 
D -(-o2] 
D, = (x: xe Rj- R 
D N D, =(-%,2] 
(f+ gY(x)242- x42x-6 , xe(-%,2] 
(Ё-81х)-42-х-2х-6, xe(-o.2] 
(f (x)= 42- x2x-6), xe (- ]2,ھ‎ 
e хє(-0,2|- 
| 9-02-5 , reee) 
(-оо,2163 ولکن‎ 
bs 20 
xe (—co,2 | 
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نستطیم Laj‏ ترکیب دالتین لتکوین دالة جديدة بعملية تركيبية أي بایجاد دالة 
f‏ لناتج الدالة g‏ . أي دالة للدالة. 
أو العکس. ونستعمل لذلك fog хад!‏ و gof‏ وتقرأ f)‏ داثرة (g‏ 
و g)‏ دائرة f‏ ) على الترتیب. حيث الدالة fog‏ تعرف على النحو» 
الدالة التركيبية fog‏ لكل من f‏ و ع تعرف بالاتي: 
(fogx)- f(g(x))‏ 

ونطاق Од‏ : هو جمیع قیم X‏ من نطاق g‏ التي تجعل g(x)‏ في نطاق f‏ 

Dag = (x: )ع‎ Dr} 
:)6( مثال‎ 
e(x)-(1-x). #(х)= 22-3 إذاكان‎ 
. مع ذكر نطاق كل منهما‎ b) gof ٠غ‎ a) fOg فأوجد‎ 


الحل 
fog)x)= f(e(x)) (a‏ ) 
Лх)‏ = 
xf +3‏ -1/( = 
-1-Х-3‏ 
2-0-6 


إذا أخذنا في الاعتبار النتيجة النهائية X‏ - 2 — قد نعتقد أن نطاق fog‏ هو 
Цу R‏ × —2— معرفة لجميع قيم X‏ الحقيقية» ولكن هذا خطأ. ولكن من 
تعريف يم( هو قيم x‏ في ي( التي تحقق شرط g(x)‏ تنتمي إلى Dg‏ 
ul‏ قيم x‏ في [0,1-) التي تجعل g(x)‏ فتنتمي إلى ۸. حيث أن g(x)‏ 
حقيقية لجميع قيم x‏ في [1,-) ينتج آن» 

D pg = )- 9,1] 
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ولنطاق هو جمیع قيم × في R‏ التي تجعل f(x)‏ نتتمي إلى ool]‏ 7( وعندما 
نقول f(x)‏ تنتمي إلى Coo]‏ نعني 3- × Coo] дов‏ أي 


х? -3 e (- o1] 
х? -3<] 
x > 4 
x > 2 
xe [—2,2] 
ç إذن‎ 
[20 = ]-2,2[ 
D, - )-»,1[ : Dg-R وهو یختلف عن کل من‎ 
:)7( مثال‎ 


إذا كان ۰9-6 »× + 2/. دع 

أوجد نطاق الدالة 109 

الحل 

D, = kx: x! >9) إذن‎ D, -1x:9- x > 0) 
D, =|-3.3] оу Deele|4s3]. 44 
D, -|- 2,9) со!) Dg-ix:24 x20] 
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لایجاد » Ор,‏ نبحث عن قيم x‏ في D,‏ التي تجعل g(x)‏ في نطاق f‏ 


آي أن 
x e[- 333]‏ 424 
ولکن × + 2/ موجباً دائما . 
x e [0,3]‏ 424 
хє [0,9]‏ +2 
xe[|-2,7]‏ 
وجمیع هذه الفترة تقع في D,‏ ۰ إذن 
Dg, €|- 2,7]‏ 
يجب ملاحظة أن « 


< 7 - ۲ 
(fog(x)2 7-х نطاق‎ ul (- co,7] هو‎ ۰/7 — X ان نطاق الدالة‎ 


.]- 2,7[ عن ذلك فهو‎ сай, 


مثال (8): 
13 كان 
e(x)= Nx < f(x)» x! - 6‏ 
wx)-Xx^-16 . h(x)- x-16‏ 
(і‏ قارن بين نطاق الدالة fog‏ ونطاق الدالة h‏ . 
ب) قارن بين نطاق الدالة gof‏ ونطاق الدالة W(x)‏ . 
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الصل 
D,-R «< D,-[|0»)) « Г,-К (1‏ 
fog Gus‏ هو قيم x‏ في (0,0] التي تجعل ух‏ في نطاق f‏ أي في 
R‏ . وحیث أن Uds ух‏ في R‏ 
D pg = |0,>)‏ 

نجد Aj‏ على ) её‏ من آن ç‏ 

(вх) = f(eG9)- х) (xf -16 

( fog(x)7 x-16 

أي أن التعبیر الجبري لكل من h(x) ‹ ( fog x)‏ هو x-16‏ الا آن 
وج Di + D‏ . 


(gof Kx) )ع‎ f(x) (= 


ولکن w(x) Gus‏ هو قيم × التي تجعل 
x*-1620‏ 
БЕТ‏ 
D, = (—=,-4]U 4, o)‏ 
ونطاق gof‏ هو قيم x‏ في نطاق f‏ ( في R‏ ) التي تجعل f(x)‏ في 
х? 16 є[0, о) 24 (0,0)‏ 
х? -1620‏ 


24 
Doof = (7 oo,-4]U [4, 0)‏ 
أيْ أنه تصادف أن Dgor = Dy‏ على خلاف الفترة (أ) حیث كان Dg, * D,‏ 
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مثال (9): 


tease g(x)- х-1 « f(x)= х +1 إذا كان‎ 
D fog ° (fog (x) 0 
Doof : (gof Xx) (=) 
css 
(х) = f(g(x)) 0) 
(ат 
i xij +1 
= يي‎ 1+1 


بما أن × في R‏ ( نطاق ع ) فان glx)‏ في R‏ ( نطاق f‏ ) ونطاق 


8 هو 
рь = Ё‏ 
(ب) بالمثل 
(gof Xx) g( f(x))‏ 
gb? -1[‏ = 
PX‏ 
Ye‏ - 
TES:‏ 
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Ji 64)‏ العكسية Inverse functions‏ 
الدالة المحايدة Identity function‏ هي دالة их)‏ لها خاصية أن 

w(x)- x‏ لجميع قيم × في Dy‏ ویقع بیانها على المستقيم × у=‏ ففي 
المثال السابق )9054 ) كان کل من gof ۰ fog‏ دوال Balsa‏ . 
وعلی العموم إذا كان الدالة التركيبية لدالتين f‏ « ع fog id‏ ۰ 01 هي 
As‏ محایده قان. Df aa prd ids kaga Lose pos f‏ 
f‏ معکوس ‏ . آونکتب 

g= f'(x) 

f=g (x). 
وكذلك‎ 


وتمتاز الدالة العكسية F(x)‏ للدالة f(x)‏ بالخواص التالية : 

1- إذا كانت النقطة (a, b)‏ تقع على f(x))‏ )رم فان النقطة (a,b)‏ تقع 
علی ))3( ^£ .ar‏ 

eis 2‏ )1( أن بیانی f(x)‏ و f (x)‏ متماثلان بالنسبة للمستقیم × у=‏ 
أي أن بياني الدالة ومعکوسها هما انعکاس آحدهما للأخر عبر المستقیم 
КА. у= x‏ )35( . 

Laj -3‏ بما أن وقوع النقطة (x y)‏ على بیان f‏ یستلزم وقوع النقطة 
(y, x)‏ على بیان сай f (x)‏ 
f'l(x)-i‏ تأتي من усх да f(x)‏ 
ب- أن نطاق Dpef‏ هو مدی Dua Кр Ку R Г‏ 
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مثال )10(: 
آوجد نطاق الدالة Дх) = 4-х‏ ومداها . 
ثم آوجد f (x)‏ مم كر نطاقها . ووضح بیانها مع بیان 3353 المحايدة 


فى رسمة و baal‏ . 


الكل 
عد - 4ل - () 
D = Íx:4— x> 0!‏ 
={x:x<4}‏ 
D, =(-%,4]‏ 
Ul‏ المدى » فحیث أن الجذر موجب دائماً فان 6 
К, =[0,%)‏ 


لایجاد Р(х)‏ نکتب 
f(x) - J4-x2 у= ۰4 - x‏ 
ولاجل f(x)‏ > استبدل y « X‏ وأوجد y‏ صريحة 


х= 4ل‎ - y> х -4-у 


= y-4- x 
= f'(x-4-x 
Rf=D وبما آن‎ 


f'(x-4-x , xe (مه,0]‎ 
cpu d یوضح بیان‎ (36) 0&3; 
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( الدالة المحايدة ( 


الدالة العكسية 


شکل )35( شکل )36( 


13 تقاطع بياني الدالتين f‏ أ f‏ فان نقطة التفاطع aY‏ وأن تقع على بیان 
الدالة المحايدة X‏ در . 
فإذا كان الأحداثي x‏ لنقطة التقاطع هو 2 X=‏ فان » 
f(a)= f'(a)=a‏ 
أيْ أن قيمة X‏ عند نقطة التقاطع هي حل 15У‏ من 
المعادلتین f)» x 4 f(x)= x‏ 


وتساوي قيمة y‏ . 


مثال (11): 
إذا كانت 4 сэ) f(x)-16- x? , 0€ x«‏ 
f(x)‏ میاه نطاقها. آوجد نقطة نقاطع f(x) « f(x)‏ إن وجدت. 
الحل 
f(x)=16-x , 0€ > 4‏ 
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D, =|0,4) 
R, = (0,16| 
X f(x) « y ب‎ X استبدل‎ 
х=16- y? 
y! -16- x> دير‎ £416- x 
f'(x)-416-x , о<х<16 
لایجاد نقطة التقاطع » نضع‎ 


f(x)= x 
16-х = х 
x + x-1620 
— القيمة السالبة خارج م7 ) اكد‎ ( 
_ 65-1 
2 
K نقطة التقاطع هي‎ 


zi "P 
Dr » "Ру ОЙЫ وهي تفع في‎ 


Composite function of another function 41a! äta 
» دالتين بحيث‎ g و‎ f ذا كان‎ 
у= Ёш) دسو‎ g(x) 
بودي إلى‎ y= Ци) في‎ u بالتعويض عن‎ o3 
y= f(e(x)) 
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ولبعض مسائل الحسبان قد یحتاج الأمر لعکس هذا الاجراء أي يعطي 
у= ha)‏ بحيث h(x) os‏ هي لشکل التركييي من y= f(x)‏ ۰ 
u= g(x)‏ بحيث h(x)= f(g(x))‏ . 
فمثلاً إذا كانت » bom Sra ass у= [8х2 +2x-1)‏ دا 
تركيبية كأن نفرض « 2-1 + u - 3x5‏ ونجعل g(u)= у=!‏ 
dg‏ ء у= (gou)(x)‏ 

y= g(u(x)) 1 
« وبالمثل‎ 

y= (c 5х1) =u=x -5x4l „y= y? 


-4=и= х? -4 „у= u‏ ثرا دير 
-u-x-2 REN‏ -2- 
(х-2) u‏ 
و у= (2 -5x+1) aaa y NENNEN ree‏ 
فانه من الممکن Мазі‏ 
и (02 -5x+1 „у= u‏ 
-5x41)^ „у= u d‏ 8( 


وهکذا . 


y= 


u 
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f(xy-4x-4-3x (1‏ ‹ كد )م آوجد 
f(x+4) < f13) « f(8) . f(4)‏ © 
g(301) . (0). I@5)‏ . (2.99)ع . 


‹ f(- a) ‹ f(a) صورة‎ lad إذا كان ۰2 0 عددين حقيقيين أوجد في‎ (2 
Rab) ff, qu), st) f(a-b) « - f(a) 


علما بأن 0 ع 6 : 
( .=( ب) f(x)23-2x‏ 
a‏ 


Ңх)= xi -x+3 (° f(x)= x —(a+ b)x (— 
f(x)2-5x-2 (9 f(x) - 2x! +3х-7 (— 
. bz3.az2 ثم آوجد قيم النواتج من (أ) إلى )5( عندما‎ 


. Rp чам, (De) f آوجد نطاق الدالة‎ (3 


241 x+] 
етт 
| N4Ax-3 : s A42x—3 27 
im х? —4 4 Жагааг 57 
r(x)=- 2 «1 (, (х) - |х+3| Ca 
()-4-x 6 r= O 
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f(x)- 4-х (а f(x)2 ×+ |х (L 


ES مب‎ - 


сне (4‏ ما إذا كانت الدالة f‏ زوجية أو فردية أو ليست فردية أو زوجية . 
f(x)=5% +2x (|‏ ب) f(x)=|x-—x‏ 
ج) .۰ f()e|yX42‏ م -3x‏ تمه)- )م 
ه) Ц5)-42х-3243 (Ах) = (8 зх)‏ 


f(x)= х(х+1) (c f(x)- x —4x! 42x (5 
f(x)- COS X (a f(x)- A " 
X X + 


f(x)- | x + tan x م)‎ f(x)=3X +2secx (J 


ЕЕЕ 


5( بیان الدالة ۴ وأذكر النطاق Dg‏ والمدی Rg‏ 


Е: х+2 х<-1 
ees : -2 > x«1( 2 »|Х1 ( 


—x+4, xml —X+3 و‎ x>] 
XI RAS E 
f(x)-1 x-3 22 ,ابا د‎ U جا‎ 
2 ша 
f(x)» x! +2x (5 f(x)» x- [x] (— 
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(0= 2 ض)‎ — fG)e[xe2] — (o= 


6( ارسم على نفس مستوی الاحدئیات بياني الدالة f‏ لقيم C‏ المذکورة 
ااا PER IER IEEE‏ ا اا 
في کل مرة آذکر النطاق والمدی . 
f(x)=|xX+ce : с-01-3 (і‏ 
f(x)=|x-c ; с-02,-3 (o‏ 
f(xX)534x4c; c203-2 C‏ 


Қх)= 9-х +c ; c-01L-3 ( 
fi 


(x) —24x-c : 050,,-2 (А 
f(x)» 22(x— с)? و‎ Cc-0,,-2 (s 
Цх)-с44-32 ; с-01-3 (j 
f(x)= (x+ с) و‎ c-0,-2 (z 
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f(x)-(x-cy^ 43 ; с=0,4,-3 (k 
f(x) = (x— is +c 5; с=0,-21 ي)‎ 
f(x)- x! -2x-c  ; c-04-3 (4 
Қх)= (х=) +c | ; c-2-10-4 (0 


7( 0&3 ) 37( يوضح بیان f Ala‏ نطاقها إرسم بیان المعادلة المعطاة . 
کرر نفس المسألة على بیان الدالة التي نطاقها الموضح في شکل )38( . 
уў‏ 


( بيان الدالة ۴ 


2 -1|12345 67 ( 
3 
( 
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8( أوجد فيما يلي الدوال الأثية التركيبية (е go) E+ go) аа‏ 


(ork < (eX < (£9 < (EX 
f(x)» N x+5 2(х)-4х-5 
ДЦх)-43-2х g(x)2 N x4 

х? х 
o=- a(x)- — 
x 3x 
uc du a 
f(x)= x -3x g(x)2 N ۲+ 2 
f(x)2 4x-15 в(х)= x! «2x 
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f(x)» Jx-2 g(x)= 4x45 
f(x)» ۰/3 - x g(x) - Jx«2 
f(x) 25-х? g(x)2 .x-3 
f(x)» 43- x g(x)- N x! +6 

X 2 
fu s 8-2 
(= e(x)- 2 
f(x)- 2—|x g(x =x,0<x<3 
f(x)=/4-[|x] g(x =|x,1< x<5 
f(x)- [x] 203) - [x] 
f(x)» J(x-- 1)/(x- 1) g(x)- 1+ Jx 
= go)= H 


QUEE. f(x)- × -9 إذاكان‎ (9 
i أوجد القيم الموجودة فمايأتي‎ 
(gof)5) « (@g)5) ۰ g(5) ۰ f(5) 
(sof)3) ۰ (40213) ۰ 202( ۰ #0) 


go fof)X5) ۰ (gog)2) ٠ (fof) 


10( آوجد الدالة العكسية للدالة f‏ وأذكر نطاقها . 
f(x) -3« (x-2Y, x22 › ДЦх)-2-4-4х-3‏ 
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n « f(x)23x-2,x21‏ وروم 
х‏ 


адас x>0 «< Ңх)=ух-3+4 


` 5x+1 


«( y= f(u)u= g(x) id ) » الشكل التركيبي للمعادلة‎ as d (11 


тунг ç у= (2 -3x x 


у-3-үх 41 e y- ! 6 
(x—5) 

y= x— X ç у= (х5 +3 - 2 if 
(54355 * dx 


Pano 


12( إذا كانت 1—1+ f(x) = Ax?‏ آوجد قيمة تقريبية للمقدار f(0.0001)‏ . 
ولكي نتفادی النتيجة الصفرية ضع المعادلة على الصورة 
x‏ 
1+1+ ول 


. 1(0.0001) 5.0040 P j ثم اثبت‎ f(x)- 
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الباب الثاني 
النهايات واتصال الدوال 


بند 1-2: مقدمة للنهايات 
عادة ما نحتاج في الحسبان وتطبيقاته لإيجاد قيمة دالة f(x)‏ عندما 
تكون × قريبة من عدد معلوم а‏ وليس بالضرورة يساوى 2 . à‏ كان 
المطلوب هو F(0.998)‏ أء os f(1.001)‏ إذن نريد حساب f(x)‏ 
بالقرب من ۸-1 وليس (۴)1 . فقد تكون FO)‏ غير معرفة. مثال ذلك لو أن 
»9( 
х-1‏ 
نجد أن f(l)‏ غير معرفة 
i 1.998‏ 
ما ——— f(0.998)=‏ أي f(0.998)=999‏ 
0.002 1 
2001 
0.001 
وکلما اقتربت ‏ من Ж‏ زاد مقدار e f(x)‏ فنجد 
 f(1.00001)- 2.00001‏ و 2.0001 f(1.0001)2‏ 
وهکذا آما f(I)‏ نفسها تصل إلى مالانهاية أيْ غير معرفة . 


qa) - с‏ نجد آن» بالقرب من 2 -هرء 
A=‏ 


f(1.999999) 21.333332000 . ос 
f(2.00000) = 1.333334667 . f(2.00002) - 0 


f(1.001)2 2.001 أي‎ £(1.001)= 


Dcos oen eds 
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Lol Q2)-- RR‏ غير معرفة. 


وضح مما سبق أنه كلما اقتربت X‏ من 2 اقتربت f(x)‏ من ээ)‏ 


Í‏ = 1333333333 ولکن لا یمکن التأکد من ذلك ШУ‏ مجرد حسبنا قیم 


ЕРГА diss ae Q saa 
3(x—2) 
قريبة من 2 ولا تساوي 2 نستطیع حذف‎ X ولأن‎ x—2 0 وطالما أن‎ 


العامل )2 (x-‏ لتصبح» 


وبیان Ё‏ هو ذا القطع المکافی = محذوفا من النقطة )2,4/3( us‏ 


ویتضح من هندسة (КА)‏ أنه كلما 
اقتربت X‏ من Е(х)‹2‏ تقترب من 
4 

La aes;‏ آذا fil‏ دا A8 gna‏ علق 
فترة مفتوحة» а‏ ينتمي إلى هذه الفترة 


(TE VENE 


1( كلما اقتربت x‏ من a‏ (وتظل (x*a‏ شکل )39( 
فان f(x)‏ تقترب من عدد حقيقي 1 . 
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ad ; (2‏ من الممکن جعل قيمة الدالة f(x)‏ قريبة من L‏ بتمدد كافي وذلك 
باختیار × قريبة jx‏ كاف من (хта oS) a‏ 
فاننا عندئذ یمکننا استعمال الترمیز 
lim f(x)= L‏ 


xa 


" The limit of f(x) „as x approaches a , is L ' وتقرأ‎ 
" 1 نهاية(×)۴ عندما نقترب  من 2 هي‎ " j 
x— a كلما‎ f(x)> L وقد نکتب‎ 
نقترب من النقطة‎ (x, f(x)) أن النقطة‎ f(x) وذلك يعني على بیان‎ 


پلاحظ lj‏ عرفنا التهاية باستعنال جمل салж‏ من» و das‏ للی" بالبداهة؛ 
:1201 
أحياناً نعرف أن f(x)‏ ت تقترب من عدد معين كلما اقتربت ‏ من 2 ولکننا 
لا نعرف هذا зэм!‏ عندئذ نستعمل التعبیر» lim f(x)‏ موجودة ويجب 


х— а 
يجب افتراض إن 2 × دائماء أي أن‎ (Jim f(x) «aus الانتباه إلى أن‎ 
Xa 
خارجة عن الموضوع فليس بالضرورة أن تکون‎ ffa) قيمة الدالة‎ 
ون حدث آحیانا . فمثلا 13 کانت؛‎ fla) مساوية‎ Tim f(x) 


xoa 
х2-1 xs] 
f(x)- х-1 
3 x=] 


-1 
lim =lim f(x) فان‎ 


ЕЕ 


=]Jim(x+1)=2 
х] 
f(1)=3 بینما‎ 
. هو أمر بسیط‎ lim f(x) في حانة التعبیرات الجبرية البسيط نجد أن ایجاد»‎ 


xa 7 

f(x)=3x+1 فمثلا عندما‎ 
lim f(x)» lim 8x4 1( - 3)4(+1 - 3 

x—4 x24 
عدد موجب‎ € (X 4+ € إذا اتخذنا قيمة × قريبة جدا من 4 مثل‎ ШУ 
۴4+ є)= 3(4+є)+1 قريب جداً من صفر فان‎ 

۱ = 13+ є 

باتخاذ > أصغر فأصغر uis‏ تصبح تقريبا صفر فاٍن f(á+0)=13‏ في 
هذه lim f(x)= f(4) Ia‏ 

х4 


وببساطة يكون» 
sa aS‏ 9 ۱ ور aq‏ 
х4 х4‏ 
lim ух+5 = 4 ° lim (2 +1)=10‏ 
x>ll UE‏ 
ان بعض الدوال الخاصة التي يتحقق فيها تساوي lim f(x) ۰ F(a)‏ 
xa‏ 


تسمی دوال مستمرة أو متصلة وسنعود الیها La‏ بعد» عندئذ نحسب النهاية 


. ×= 2 بالتعويض عن‎ Jim f(x) 
xa 
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ولکن في دوال آخری لا نستطیع استعمال التعویض المباشر السالف الذکر فمثلا 
x + x-2 (х-11х-2)‏ 

x1 (x+1) 
فان 0 1۶-× ومن المسموح به حذف العامل المشترك‎ ٠× ±1 وبما أن‎ 
وینتج عن ذلك أن بياني المعادلنین‎ (x—1) بين البسط والمقام‎ 


. مماثلان لبعضهما‎ y = 2+ 2 gen 
X— 


ماعدا عند 2-1 لأن النقطة )1,3( aë‏ على بیان المعادلة 2 + در ولا 


X1‏ , بر رک 


تقع على بیان الدالة 
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5x42‏ - 2% _ . ور 
cy 5 GEO e‏ 
Ja‏ 
بما أن التعویض المباشر يعطي 
-5x42 0‏ 2% . 
lim = =‏ 


x2 5x -7x-6 0‏ 
х-2‏ ليست في نطاق الدالة أي أن 2 ع ير.0 عد 2 -2 оу‏ النهاية 


5 


(uem 
š _ 22*71 _ _ 22-1 3 
23 (х-215х-3) | 52+23 ЛЭ 
х-9 
کذلك. التعویض المباشر 9 =× فى المقدا‎ 
7 е في‎ X لتعويض المباشر‎ 


44 0 ع x—9‏ إذن» 
( ضربنا في المرافق ) 
(х-9Д/х-3|‏ 0 وير . 
х-3|/х-3|‏ ا lim‏ 
x+3)‏ ل au,‏ 
шп‏ = 


x—9 (x—9) 
= lim/x43-2 4943-6 
x9 
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sinx ,.. sin x 
Jim = (ii < lim = ( 
x0 X x0 X 
f(x) مناسبة وحساب‎ x باختیار قیم ل‎ 
Ja 
f(x) = 225 EAA 
X 
لقيم × القريبة من 0؛‎ 
x y=sin x/ x 
0.01 0.999983333 
-0.001 0.999999833 
-0.0001 0.999999998 
0 £ 
+0.0001 0.999999998 
+0.001 0.999999833 
+0.01 0.999983333 


نلاحظ أن التعویض المباشر 0 x=‏ يعطي © - ТР.‏ 


х-0 X 


الموضح أعلاه يعطي قيم تقريبية للدالة الك f(x)=‏ بالقرب من x20‏ 
X‏ 


X Cus‏ عدد حقيقي أو هو التقدیر الدائري للزاوية ‏ ویتضح مباشرة من 
الجدول أنه یمکننا تخمین قيمة النهايةء 


. Sinx 
lim =1 


x>0 X 


× =1 نکون جدول للدالة وان بالقرب من‎ (йй 
X— 
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X f(x)» log x/(x—1) 
0:997 0.434947229 
0.998 0.434729356 
0.999 0.434511774 

1 L 
1.001 0.434077479 
1.002 0.433860766 
1.003 0.433644340 


نجد أنه لما x<1.001‏ > 0.999 تكون 0.43451 f(x)«‏ > 0.43408 
ونستطیع التخمین بان 0.4343 lim f(x)2‏ 


xol 


((0.43408 + 0.43451)/2) 


I 


108 © 


لاحظ cf Laj‏ 04343=] | وسنثبت فیما بعد في هذا الکتاب 


« 
. logio X 1 
lim = 


xoi X-l 6 
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النهاية من сайх‏ واحد One - sided limits‏ 
عند حساب Jim f(x)‏ فاننا نجعل x‏ نقترب من 2 بقدر كاف فإذا كانت 
xa‏ 
x‏ آکبر من а‏ وبدأنا ننقص منها حتی تقترب من 4 نقول آننا نحسب 
النهاية من الجهة الیمنی X> 2 Cum‏ » ونکتب 
lim fl»)‏ 


تصبح قريبة من а‏ فنکتب النهاية على الصورة 
lim f(x)‏ 


xoa 


(41) ок 


ولحساب النهاية من اليمين يجب أن نکون f‏ معرفة على الأقل في فترة 
مفتوحة (a.c)‏ حيث C‏ عدد حقيقي» ولحساب النهاية من الیسار يجب أن 
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تکون f‏ معرفة في فترة эм (a,c)‏ حقيقي © . الترميز 2 X—‏ يقرأ 
+ » 

× تقترب من الیسار من 2 < x a‏ يقرا e‏ × تقترب من اليمين من 2 . 

ویکون للنهاية Jim f(x)‏ وجود فقط إذا كان « 


xa 


lim f(x)- L- lim fo) 


xa 


lim f(x)= L 
Xa 
» إذا كان‎ ul 
lim f(x)= L, , lim f(x)= L, 
xa + 
xa 
lim f(x) أو م1 غير موجودة فان النهاية‎ L. أي من‎ 4 Lj +1, وکان‎ 
Xa 


تکون غير موجودة 
كما في شكل (42) الذي يوضح حالات تكون فيها النهاية الأخيرة غير موجودة 


.limfa-L‏ ا 
L LD‏ 
0 


:(3) МА 
وأوجد ما آمکن‎ f خطط بیان‎ » Цх)-4/х-4 لذا كانت‎ 


lim f(x) ب)‎ lim f(x) ( 

x4 T 
E lim f(x) (z 
الا‎ 


تخطیط gr( f)‏ واضح في شكل )43( 


أ) إذا كان 4 < × » فإن х-4»0‏ 
ومن ثم f(x)- Jx-4‏ هي عدد 
«д‏ أي أن f(x)‏ معرفة ومن ثم 
Jim ۶-4 = 44-420‏ 


x—4 


شکل )43( 


ب) اذا كانت x<4‏ ‹ فان х-4-0‏ ومن f(x)» 4x-4 e‏ ليست 
عددا حقيقيا وبالتالي فان « ме)‏ موجودة (lim f(x)‏ 
x—4‏ 


ج) وبذلك lim f(x)‏ غير موجودة لأن f(x)‏ غير معرفة على فترة 
x—4‏ 


تحتوي 4 أي فترة تحتوي على آعداد حقيقية أقل من 4 وأخرى آکبر من 
4 


f(4) (3‏ تحسب من التعبیر الجبري مباشرة 0 - 44-4 f(4)2‏ 
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:(4) МА 


إذا کانت  f(x)=‏ ۰ خطط f)‏ )7ع وأوجد 


E 
lim f(x) ج(‎ lim f(x) ب(‎ lim f(x) ما آمکن ذلك  أ)‎ 


х0 x90 
x0 


jal 

gr( f)‏ موضح في شکل )44( WA‏ غير 
معرفة عند 0 =× Cus‏ 00025 

|x| = - فان‎ ۰ x > 0 عندما‎ (Í 


ç f(x)=—=-1 
— X 
lim f(x) 2 -1 « o3 


x0 


× = × عندما 0 < × فان‎ (o 


o3 


ج) بما أن النهاية من اليمين و النهاية من الیسار غير متساویتین » ينتج أن 


Vise dan fx Sim S 
x0 x0 Ix 
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مثال (5): 

Ээ тулга 
2-Х j; x<2 
f(x)= +10 : x-2 
3x)-4x ; 2 

lim f(x) ۰ lim f(x) + lim f(x) » ثم آوجد‎ 


+ = 
x2 x2 


الف 

البیان f)‏ )تم مخطط في شكل )45( 

lim f(x) = lim (2 + x) = 4 (i 
= x2 


x2 


x2 


x2 


شکل )45( 


=( من )40 ( ب) نجد أن النهایتین الیمنی والیسری متساویتان 
وینتج أن : 4 = lim f(x)‏ 


x4 
لیس لها أي دخل في‎ ۰ f(2) 210 أي‎ cx = 2 لاحظ أن قيمة الدالة عند‎ 
حساب النهاية.‎ 
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lim X (3 limb? +5) (2 lim (2x+3) (1 
x—4 x2 x3 
lim (82-16 dimi (5 limi и 
x»(-1) х7 x6 
E cr x +1 
1 9 8 -1( (7 
inus. аа Jim Í ) ( 
: 2 + [x] 
| am 2 - 1 x 
E 


في التمارین من )11( إلى )24( استعمل الاختصارات الجبرية للمساعدة على 
إيجاد النهاية إن كانت موجودة 


x -9 x! - x-12 
lim 12 lim — 11 
3-4d- X99 ( وجو‎ X «4x1 ( 
17-16 2-1 
lim 14 lim و‎ 13 
вэ4 ۷1-2 | сэ! 2۳ +517 ( 
x+ h) - х x+h - х2 
lim Gerd) (16 lim Cen) (15 
h0 h 0و‎ h 
2—4 х? +18 
hm —-- — 18 lim ۳ 
z——2 22-22-8 ( x> 2 £۴2 ( 
2x -6x) + x-3 00 XX 3x43 
lim —— 277-7 00 lim (19 
x23 х9 х-»-1 х-1 
۷ ۲ -7 : г7426-3 
im (Q2 lm 5 (21 
хэ49 2-9 ro-3 r” +7۲ +2 
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li z—5 تير‎ -8 
1m 
235 Z 107+ 5 x 2 XY 


في التمارین )25( - )35( أوجد النهایات الاتية إن وجدت : 


lim f(x) (z lim (5) (2 шид) ( 
fa) c Е 
f(x)= = , a=3 (26 
f(x)=4x+8-x , a=-8 (27 
0= , a=0 (28 
f(x)- x A , a-8 (Q9 
f(x)» 7-3x- , a= (30 
f(x)» x+ [x| ,  &à-l5 (31 
f(x)» x+ [x] ; a=2 (32 

5 " 
а ; а-1 (33 
х? -1 
f(x)= = , а-1 (34 


في التمارین من )36( إلى )45( استخدام بیان АМ‏ ۴ وأوجد الموجود من 
النهایات الاتية » نهاية f(x)‏ عندما: 


+ _ + _ 
< X0« ХхХ- (0 « x3. Х-3. x43 


x— 0 


(37 (36 
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في التمارین من )46( إلى )52( إرسم gr( f)‏ وآوجد النهایات الاتية إن 


lim f(x) 


xa 


ج) 


а= 2,-1,3 Lae 


. وجدت‎ 
lim f(x) ب)‎ lim f(x) ( 
_ + 
xa xa 
2 
(9-1 Е. ,a-l (46 
4-х,Х21 
3 
f(-4* 75551 ,а=1,-12 (47 
3-xx»l 
4х-2,х«1 
f(x) = ‚х= 1 ,a-l (48 
4 - 2 2 < 1 
3 - 1,  >1 
f(x) = , 2-1 (49 
3—x ,x>1 
Ix- 1x1 
f(x) = , a=] (50 
1 x=] 
x 42 x] 
f(x)= ,х-1 5. 38551451 
X +x+l,x>1 
2 
E cd 
х-2 
f(x)= 6 ,X=2 (52 
х? +3х+2 2 
xe دج‎ 
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في التمارین من )53( إلى )60( استعین بجدول مناسب لإيجاد قيمة النهاية 


: وأثبت ما يلي‎ 
lim(l- х) x 2.72 (53 
x0 
lim(l-2x)/* 4403.4 (54 
x0 
lim He m 9.89 (55 
x22 X— 2 
ЛЭГ 
lim =6 (56 
x0 2 
т «1.39 (57 
x>1 X 
lim|x =1 (58 
x0 
(nx/2) 

im w-p570 9 
x31 Х- 

tanx-2x _ | (60 


111 7 —- 
х-э2 XCOS X 
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بند 2 - 2 تعریف النهاية Definition of limit‏ 
تقترب من 2 والذي رمزنا له › 
lim y= L‏ 


xa 
. 2 قريبة من‎ X ой بجعل‎ L أن تبقى قريبة جدا من‎ y بان نرفع‎ 
تکون‎ ОУ هي عدد موجب حقيقي صغير یکفی‎ Є فإذا كان‎ 
] > y< [+e 
y- L >> أي‎ 
لها سماحية‎ y ومن ثم القول أن‎ . L لها سماحية € عند‎ y فإننا نقول أن‎ 
. 1 أي أن على بعد أقل من 0.01 عن‎ sy — 1 > 0.01 يعني‎ L عند‎ 1 
са بالمئل لنعتبر عدد حقيقي موجب صغير ۵ يعطي سماحية ۵ عند‎ 
سماحية عند 2 » إذا كان‎ Ó لها‎ x d. хяа 
0 > x-ó|<ó 
а-0 > >ي‎ 2+8 , xza 1 
فاذا كان لأي عدد ۶> 0 یوجد عدد 8 > 0 بحیث إذا كان لكر سماحية‎ 
» فان‎ L xe € يكون لها سماحية‎ y فان‎ 
lim y=L 


Х- а 
في )554 ) 0.999,1001 ) تکون‎ х АЗ المفهوم » إذا كان لجمیع‎ са АМ, 
y لها سماحية 0.001 عند 1 و‎ x (4 (2.9998,3.0002) في الفترة‎ у 
لها سماحية 0.0002 عند 3 فاننا مقول أن‎ 
lim y=3 
x1 
(1-2) ам! نخمن قيمة النهاية باستعمال الجدول في‎ US كما‎ 
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ёз‏ فان lim y=L‏ یعنی أنه لكل 0 E>‏ يوجد 0 < 6 بحیث إذا كان 
Х- а‏ 
x-a <ó‏ > 0 فإن > |y- Д‏ 


تعریف النهاية 
' إذا كانت у‏ معرفة على فترة مفتوحة تحتوي على 2 » ماعدا أحياناً عند 
a‏ نفسها » وكان L‏ عدد حقيقي . فإن الجملة » 
lim f(x)= L‏ 
xa‏ 
تعنی أنه لكل 0 >€ یوجد 0 < 6 بحیث إذا كان 6 > x—a‏ > 0 فان 


'f(x)- 1 «e 
| f(x)- 1 > و المتباینفع‎ Ó السماحية‎ 0 «[x— 2 <ó وتسمی المتباينة‎ 
. € السماحية‎ 


ويمكن كتابة المتباينتين بدون استعمال القيم المطلقة على النحو : 
Ô Аы 2-0 > «<> 2+8 , ха‏ 
є< f(x)« L+ e‏ ] للسماحية € 


وشکل )46( (Ал‏ المتباینتان على خطی آعداد . كما یمکننا صياغة تعریف 
النهاية السابق بطريقة آخری كما يلي : 
lim f(x)=L'‏ تعنی أنه لكل 0 E>‏ بوجد 0 < 8 بحيث لذا x‏ تفع في 


xa 
'(L- تقع في لفترة )€ + ,ع‎ f(x) فان‎ xa »)3 - 8,2 + 6) لفترة‎ 
فان هذه النهاية وحيدة.‎ а نهاية عندما تقترب × من‎ f(x) كان للدالة‎ 13 
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O<|x-a <ó 


(أ) سماحية X‏ 


شکل )46( 


مثال(6): сай‏ باستعمال التعریف الرسمي للنهاية أن 
lim=(3x—5)= 7‏ 
x—4‏ 
Jda‏ 
نفرض أن 3-5 - a=4. f(x)‏ 2 1-7 ونحاول آثبات 
أنه لأي عدد 0 <> зо‏ 0 < 8 بحيث إذا كان <ó‏ 4 -عد| > 0 
3х-5)-7| <e‏ | ۰ على النحو التالي : 
(3х-5)-7| «e‏ 
3х-12| «e‏ 
3(х-4) «e‏ 
3x—4| «e‏ 


Ix-4| «5 
3 
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= 
ОО‏ نحصل على » 


0«|x-4|«ó 
0<|x-4|< Š 

> > 4 -ر3 > 0 

0 > 3x-12 <€ 

0«(3x-5)-7|«e 
هذه المتباینات المتكافئة تحقق المطلوب و آکملت البرهان.‎ 


مثال(7): 
اثبت أن lim X =a‏ 
xa‏ 
الت 
نفرض أن 0 >€ ç‏ 
«e‏ |( - را 
(x- al + ax+ a”) «e‏ 
к-а € + ax + a?| «e‏ 
€ 


سا ااا < حسم 
ax+ a?‏ + تير a‏ 


0«|x-a| <= 


s‏ الكل є>0‏ بخذ > < 8 یکون 
a‏ 
0«[x-a| <ó‏ 
lim х =a‏ 


xa 
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لنفرض Al‏ 0 < ۰4 و 
L-a f(x)= х‏ ومن ثم أي 
Ш e> 0‏ أن نجد 0 > ۵ 


بحيث " إذا X‏ في الفترة 


(a —8,a +8)‏ ع + دول 3 3 
و 2 ۸ فان × في الفترة а-0 a+ô‏ 
E €)‏ ۱ 
شكل (47) 
بفحص شكل (۰)47 رسمنا الخطان الأفقيان a^ + e‏ ر УМ‏ يقطعان بيان 


المعادلة y= x‏ 
3 3 
في نقطتين إحداثياتهما الأفقيان »× » هما € +۰27 » ع - Va‏ . النقطة 
(ХХ)‏ على المنحنى بين هذين الخطين الأفقيين إذا كانت × تقع في الفترة 
3 3 

المفتوحة 4а”-є, m‏ ( 
13 ما اخترنا Ó‏ عدد موجب آصغر من کل من с‏ 

3 3 
Ма-є «< N/a +e-a‏ -2 مع a`— e> 0 sl‏ .كما هو في 
الشكل )47( . إذن عندما يكون ل × سماحية Ó‏ عند a‏ تكون А)‏ 
(хх)‏ واقعة بين الخطين الأفقيين > + ج در ۰ أي يكون АШ‏ × 
باخ a dede‏ 
هذا البحث الهندسي сай‏ أنه ذا كان x‏ في الفترة )4-8,4-8( 
x= a‏ فان ”× في الفترة )€ + او , “la =e‏ ویمکن تکرار نفس الفحص 
عندما 0 > a‏ وبذلك ثبت المطلوب » ۾ = lim X‏ 


xa 
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مثال(8): сай‏ باستخدام التعریف أن 


4-:1:1Ї 24 E 


| f(x)- L «e , €»0 


<€ , e»0 


х-1«є 
یکون‎ 8 =€ ۰ є»0 xb 
|f(x)-2| «e 0 > x- 1| « 8 


o3 
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تمارین 2-2 


اثبت باستعمال التعریف الرسمي أن النهایات الآتية صحيحة أو باستعمال الرسم. 


6( لكل 2 ۰ c‏ حقیقیتان © = © 11121 


xa 


. 0 ۰ 6 » 2 لكل الأعداد الحقيقة‎ іт (ах + b)=ac+b (7 


لكل 2 حقيقية » a>0‏ 
لكل a‏ حقيقية » 0 < 23 


لكل a‏ حقيقية » 0 < 23 


لكل a‏ حقيقية » 0 < 23 


ç 


ç 


lim x =а? (8 


xa 


M M 
lim x =a (9 


Xa 
lim vx = a (10 
Xa 
lim = Ja (1 
Xa 


12( < , التمارین 8 ۰ ۰9 11 لكل a‏ حقيقية » 0 > 2 
13( استعمل طريقة الرسم المستعملة في مثال )7( لاثبات أن النهایات الاتية 


. غير موجودة‎ 
: . 1 . . x+] 
lim vX-1* lim — < lim — < lm 
xol xp 2-1 х-0 X х-»-1 х-1 
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ai‏ 3-2 : آسالیب ایجاد النهایات 

إنه لمن المجهد لتحقیق أي نهاية باستخدام التعریف. وذلك فاٍن هدف 
هذا البند هو تقدیم مبرهنات تستخدم لتبسيط مسائل النهایات. لنبداً بأبسط 
الدوال وهي f(x)= c‏ نجد أن 

f(x)- d =e- c= 0‏ | 
وحيث أن > 0 لكل 0 e>‏ ينتج أن f(x)‏ نهايتها c‏ 
كلما اقتربت × من أي عدد حقيق 2 . 
lim f(x)=limc=c (1)‏ 


xa xa 
أيْ أن نهاية مقدار ثابت هي المقدار الثابت نفسه . وبالمثل يمكن اثبات أن»‎ 
limx=a (2) 
xa 
المعادلتان )1( ۰ )2( تعتبران آول مبرهنة في هذا البند‎ 
lim 7=7 » lim8=8 
x—]11 x3 
lim х-42 ° limz=5 
x 2 x5 


وهذه المبرهنة على بساطتها سنری آنها تستخدم لایجاد نهایات معقدة ومركبة» 
باستعمال المبر هنات الاتية : 


Ads مدر‎ 
موجودتان » فان‎ Jim 2)(- M ۰ lim f(x)= L إذا كان‎ 
xa xa 
lim | f(x)» g(x)]= L+ M (3) 
xa 
lim[ f(x) e(x)]= LM (4) 
xa 
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NEC 
im 
lim [cf()]= eL, > أي‎ c (6) 


xa 


lim[fG)- g(x)]= L- M (7) 


xa 
أي آننا نستطیع تذکر المعادلات من 3- إلى 7 على النحو‎ 
نهاية المجموع = مجموع النهایات‎ 3 
. حاصل ضرب النهایتین‎ = Ой نهاية حاصل ضرب‎ (4 
. نهاية خارج الفسمة = خارج قسمة النهایتین بشرط عدم انعدان المقام‎ (5 
. نهاية مضروب دالة في مقدار ثابت = نهاية الدالة في المقدار الثابت‎ (6 
. نهاية الفرق هو فرق النهایتین‎ 7 


نتیجة(1) 
lim(ax- b) =ac+b (8)‏ 
XC‏ 
لأن ç‏ 
lim(ax+ Б) = lim ax- limb‏ 
хс хс хс‏ 
alim 2+6‏ = 
X— C‏ 
=ac+b‏ 
)2( 
n‏ 
lim [ f(x) = P = ۳ 0 (9)‏ 
xa xa‏ 
لأن ç‏ 


lim[ fF = lim | f(x) f(x).........] 


xa xa 
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xa xa 
ЯГ 2) 
xa 
-17 
:)9( مثال‎ 
النهایات الآتية‎ aa 
А 3 3x+4 
Hmx « im 
xa х2 5х+7 
Jan ls 2322435) x ET) 
x——2 x—-—]1 
dead 
3x+4 
ينا‎ lim( 3 ) 3(2)+4 10 
r905x47 ROKE) 5():7 17 
x2 
3 
lim x 15 x] =a? 
x2 x92 


lim (3х+1) = x lim ji -(-2y --32 


x-1 Х-»-1 
lim |53 + مرو‎ + 33]- 5(- 2p +3( 2)? +33 
х-»-2 
--40-12-33-5 
مبرهنة:‎ 
عدد حقيقي فان‎ а ‹ حدود‎ GAS f إذا كانت‎ (1 
lim f(x)= f(a) (10) 


xa 
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2( كان q‏ دالة قياسية ¿ а‏ عدد Айх‏ فإن 


lim q(x) = qla) (11) 


xoa 
: البر هان‎ 
لذا كان‎ 


f(x) = bax” + bp x"! + ...+ b 


lim f(x)» lim (b, x" + lim р + ...+ lim bo 
xa xa xa Xa 


n 1-1 
= هن‎ Hb lim 1 Fant bo 


xa xa 
sba + b, 4a? | +...+ by 
= f(a) 
ç كثيري حدود‎ h(x) ç f(x) ç оа № (2) فقرة‎ а м; 
f(x) 
q(x)- h(x) 
lim f(x) 
BARES 
lim q(x) =- h(a) q(a) 


хээр lim h(x) 
Xa 


JN‏ 0 < ۾ an.‏ حقيقي صحیح 
آو 0 < a‏ ۰ 7 عدد حقيقي فردي 


lim Ух- Va (12) 
xa 
آعداد صحيحة موجبفه‎ n m day 
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lim x"? = 47^ (13) 


xa 


› عدد حقيقي موجب‎ T لأجل‎ 
lim x =a (14) 


xa 


li " f(x)= lim fix) (15 
lim" "للها‎ [lim 40) (5) 


مبرهنة السندوتش Sandwich Theorem‏ 
ذا كان f(x) < h(x)  g(x)ust‏ لكل x‏ في فترة مفتوحة تحتوي على 2 . 


NY 
lim f(x) = L= lim g(x) 
xa xa 
فان‎ 
lim h(x) = L 
xa 
b-4. а-4 « a<h<b — فإذا‎ 


فلابد أن 4<h<4‏ أي .h=4‏ 


مثال (10): 
استخدم مبرهنة السندوتش لإثبات أن 


بأخذ النهاية لما 0 ج x‏ 


1 
lim- x [> lim( | гаад 
0 


х-»0 x0 х0 
1 
0 > lim х? LE « 
x0 x? 
1 zi ! J 0 
1m سس‎ 
x0 x? 
:(11) مثال‎ 
« آوجد النهایات‎ 
3 Эр f 
lim 3% -4х-9 (й comas 20 
х5 lim Я 16 


+ 


yc $9 * 


2 
з : 
x +3 × _ 83 +3۷8 _ 4+62 2 5 


lim 


X X 
3 
lim 3x? -4x4.9-^ 475-2049-. 64 - 4 


x5 


lim(-/x-2)-l- 2: -2(-1‏ 
تقع في نطاق Ax-2.‏ . 
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lim їнэ (1v lim ) + /x-2) (iii 
С 


الحسل 


(i 


0 
ولکن 13 ضربنا البسط و المقام في مرافق البسط تصبح 
اج اس qj‏ 


x Als x+ | - x 
_ (1+ x) - (1- x) 
xL x Ji x) 


2 sira ¿=> 


Lo‏ أن 0 × إذن تحذف ‏ من البسط والمقام وتصبح 


lim f(x)» lim — 
x0 xo0vl- x+ 1 - × 


Ё 2 Нь 
| Da Q Tap 171 


مثال )11(: 


آوجد النهاية الاتية باستخدام مبرهنات النهایات » إذا كانت موجودة 


my] 0 
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40) | (1-1) = охо 


0 
أي أن f(0)‏ غير معرفة» وباجراء بعض الاختصارات الجبرية › 


f(h) = p 1 AH 


)]- DER ) + DER 
ЗАЛ. (EATER 


i 1-8 
h 41-1-1-1 
-1 
lim Ї(Л)-1 
л f(h) NET EE 
-1 1 


2 لو 


النهايات التي تشمل المالانهاية 
عند إيجاد النهاية اليمنى أو اليسرى 
لدالة f‏ عند 2 قد نجد f(x)‏ 
متزايدة بلا حدود أو متناقصة بلا حدود. 
ولتصور ذلك دعنا نعتبر الدالة 

X 


شکل )48( 
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« ویمکننا تبیان أن‎ (48) КА موضح في‎ gr( f) 


: X 7 ۲ 
шп غير موجودة‎ 


بالقرب من 2-1 . 
X 0.97 ۱0.98 | 0.99 | 1 | 1.01 | 1.02 | 1.03‏ 


f(x) | -32.3 | -49 | -99 | ? | 101 | 51 | 343 


نجد أنه كلما اقتربت ‏ من اليمين نحو M8 f(x) «x21‏ بدون 
зэх‏ بمعنی Ud‏ نستطيع أن نجعل f(x)‏ کبيرة حسب الرغبة باختيار × 
iy д‏ من 1 بالحد الکاف ولکنها آکبر من 1 Jx‏ 1.00001 = × حيث تکون 
f(1.00001) = 1.00001‏ » فنقول ‹ 
X‏ . 
lim —— =%‏ 
x>1* %7‏ 


xol كلما‎ 


>o أو‎ 
X — 


لتبیان سلوك الدالة. و ثم على الرغم من آننا قد نقول كلما اقتربت X‏ إلى 1 


من الیمین» اقتربت > من oo‏ (أو تؤول إلى „(оо‏ 
те‏ 


إلا أننا لا نعنی أن lim [x/(x- 1)] ٠‏ موجودة . 


x41 
آما الرمز )700( (ناقص مالانهاية) فلنستعمل بأسلوب مشابه لیعطی دلالة‎ 
) تأخذ قيمة سالبة كبيرة جداً‎ ( зум تتناقص بدون‎ f(x) على أن‎ 
4) لذلك نقول‎ f(0.9999) = —9999 , x = 0.9999 عندما‎ Эд 
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xo] كلما‎ 


أو — چ 
Х-1‏ 


لنعتبر الآن النهاية من الجانبین الموضحة في КА‏ )49( لدالة اختيارية 


شکل )49( 


Vertical) àu li خطوط رأسية‎ х=а نسمی الخطان 6 <ر.‎ . f 
x— b «oo تقترب من‎ f(x) لاحظ أنه لأجل‎ . f لدالة‎ 69 
ха (—00 تقترب من‎ f(x) من كلا الجانبین الأيمن والایسر. و لاجل‎ 
من كلا الجانبین الأيمن والأيسر.‎ 

إذا كانت نهاية f(x)‏ من зәј‏ الجانبين هي 00 ومن الجانب الآخر 00—« 
كما في شكل )48( نقول أن lim f(x)‏ غير موجودة. 


xa 


مثال )12(: 


7 : 
ъл ух уа إذا كانت‎ > т > أوجد‎ 
x4 (x- 4) 
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sa 
4 قريبة من‎ X إذا كانت‎ 
موجب‎ (x- 4) فان‎ ¿xz 4 
. 0 وقریب من‎ 

من ثم فمقلوب (х-4У‏ 
WE m‏ 
(x-4)'‏ 
الکبر . لا يوجد Me‏ حقيقي 
tl‏ نهاية للمقدار ‏ ل آو ‏ 7 محددة لما × نقترب من 4 النهاية 
(x-4y — (x-4y |‏ 


إذزن غير موجودة» ШУ‏ نستطیع أن نجعل 7 i‏ كبيرة كما نريد على 


> موجب ومتناهي في 


حسب اختيار x‏ قريبة بالقدر الكافي من 4. وبما o‏ 7 تتزايد بدون 
(x-4) |‏ 
حدود » نکتب 
es‏ ع 
x4 (x - 4‏ 
بيان الدالة — — - f(x)‏ موضح في شکل )50( . الخط 4 =× هو 
(х-4)‏ 
خط نقاريي رأسي للدالة ۶ . 
مثال )13(: 
آوجد ما هو موجود من النهابات اة 
1 1 1 


ccm cue Ши S simu —— 
x22 (x- 2y 259% (x- 2y xy (x- 2y 
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deca 
¿Lalu esa الحالات:‎ амь في‎ 
المقام يؤول إلى‎ СУ غير موجودة‎ 

.2 عندما × 05$ إلى‎ жа 
وبالتالي يؤول الکسر إلى قيمة غير‎ 


محدو دة. 
شکل )51( 
1( عندما X‏ قريبة من ۰2 x—2 « x«2‏ قريبة من 0 
1 
وسالب = ج lim‏ 
х-э27(Х- )‏ 
2( عندما X‏ قريبة من ۰2 2< « x-2‏ قريبة من 0 
lim хоолыг‏ 
xo2* (x- 2)‏ 


3( لأن النهایتین من کل جانب آحدهما оо‏ واللخری مه —¿ نستطیع استنتاج» 


غير موجودة O‏ ۾ lim‏ 
x>2(x— 2)‏ 
1 
(x-2)‏ 
نناقش الآن قطاع من الدوال نقترب قيمتها من عدد L‏ عندما تصبح |X‏ 
كبيرة جدا . 
2x43 .‏ 
لنعتبر الدالة ء f(x)-‏ والموضح بیانها في شکل )52( 
X‏ 
ولنکتب Allall‏ على الصورة 
3 
f(x)=2+>‏ 
X‏ 


واضح أنه من الممکن جعل f(x)‏ 
قريبة من 2 بقدر كاف باختیار X‏ 
كبيرة بالقدر الكافي فنکتب ç‏ 


fn 2 + : -2 
хо x 


۰00 « X لا يمكن التعویض عن‎ АЗ з ليست عدد حقيقي‎ © SEDE T 
BR ھا د کر ادا‎ d Sus انه يدوق‎ bx "E نحن‎ 
جعلناها تأخذ قيمة سالبة متناهية في الکبر فان‎ GÍ ۰ تتناقص بدون حدود‎ 
. 2 تؤول مرة آخری إلى‎ f(x) 
3 . 
lim (242-2 Р” 
وم جر‎ x 

ونصیغ الان تعریفا دقیقا للنهاية عندما تزداد X‏ بدون حدود . 
cà 2‏ 1 
13 كانت ۶ معرفة في š‏ لانهائية c 4(с,0)‏ عدد حقيقي» эмс L‏ 
حقيقي . فان 

lim f(x)= L 


X— ОО 


до‏ أنه لكل 0 >€ یوجد M < 0 xe‏ بحيث اذا كان х» M‏ فان 


f(x)- 1 >> 
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تعریف 2 
إذا كانت f‏ معرفة في فترة لانهائية (оос)‏ © عدد эмс L ¿ša‏ 
حقيقي. فان 


تعنی أنه لكل 0 >€ یوجد عدد 0 > N‏ بحیث إذا كان x< N‏ فان 
f(x)- Ц >>‏ 
ومن النتائج الهامة التي نستعملها في هذا النوع من النهایات « 


X—» +оо 
аба á £ C 
X— too 


EIU X hs 


:)14( مثال‎ 
ix + 2-1 ; 
m 2 à> 3 
х--с2Х +3x+2 
الل‎ 
على‎ VD أن‎ Aslay y الفقام‎ kuq 225 
2 1 
. 4% *2x-1 ed 
lim o 157 ход 
ممجي‎ 28 «3x42 و صا‎ 
x =(2+2+2) 
x 
_4+0-0 _ 
2+0+0 
pL AX *2x-l зуд هو خط تقارب أفقي لبیان‎ y-2 وینتج أن‎ 
2х? +3х+2 | 


110 


JA 4:39] ۳ 2x -5 


(11 Ке === 
кэте X +x+3 хэю 3x + x+2 


. 2x! -5 — 
lim 


+x+2‏ 3 موجعر 


(ii 
ху x + x43 


22 *0- *0«-44 _ 
1 | 1085( ] 
لخط у=2‏ هو خط تقاربي أفقي لبیان АЫ‏ 
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- 


3) — 


13 كانت ۶ معرفة في فترة مفتوحة تحتوی а‏ ماعدا أحياناً عند 2» а‏ 


لو کتبنا 
lim f(x) oo‏ 
xa‏ 
تعنی أنه لكل 0 < M‏ یوجد xe‏ 0 < 8 بحیث إذا كان 8 > |2 -»| > 0» فإن 
f(x)> M‏ 


وشکل )53( یوضح хайс‏ هذا التعريف ‹ كما يلي: 
ах‏ خط آفقي у= М‏ كما في 
الشكل (53). 
إذا كان مه ali ¿im (х)‏ كلما 
xa‏ 
كانت × في فترة مناسبة 
«xza ‹(а-5,а+65)‏ تکون kë‏ 
المنحنی الذي يبين f‏ واقعة فوق lal‏ 
الأفقي. 
ويمكن تغيير التعريف باستبدال 0 < M‏ 
N«0—‏ و f(x)» M‏ ب f(x)<N‏ شكل (53) 
لنحصل على تعریف - = lim Ах)‏ 


xa 
بقع سفل هذا‎ gr( f) سالبة ) .فان‎ N ) у= N فلذا اتخذنا أيْ خط آفقي‎ 
. X£à ۰ )۸-8,۵+ 8) في فترة مناسبة‎ x الخط كلما كانت‎ 
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مثال )16(: 


: النهایات الآتية‎ as jl 
5 2 شب‎ 5 l 2*3 5 
1m ° 1m 
a А C sys سيم‎ w et 
E 
25-37-5 
1 2 -5 li 44 3*1 5X 
1m = nm 
umo dua ot ی‎ 3: 
x 
J-i 
: 3 3* 
= lim 
xoo 4 8 
3 – Ман 
3* 3 
2 x 
Hm 3 = < lim 8 = أن‎ Lo 
X— co X— ОО 3 
. 2*+3*-5 0-1-0 1 1 
lim ОЗ 


xoo 443*1-2* 0+3-0 3 
(— ص‎ -t ب‎ X یمکننا استبدال‎ хә —00 А لایجاد‎ 


2* +3۳ – 5 E 
im 
سوس‎ m quu quet. d 
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2*43*-5 7 Heg m 


Dum ةع‎ a ЗИСЕ: 
a>1, Jim a” - 0 باستعمال القاعدة‎ 
ممسجير‎ 
o 9450-5... 
` 4+3x<0-0 4 


lim 
xo-o 4+ 


النهاية 
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تمارين 3-2 


أوجد النهايات الآتية إن وجدت بدون استعمال التعريف وباستعمال المبرهنات. 


lim (6x- 2)” Q lim 6 1 
x—1/2 x—<3 
x cx 
lim xv9- x 4 lim 2252 6 
х-»37 х2 (x-2) 
х "تاروع‎ Xe aD (5 
х 2 x6 
X uu) x3 
li 4x) -25 +3 8 1 7 
Ad | | ( 2 х + 54+ 6 
lim (sx -ox-8) (10 lim x (9 
x4 х-»-4 
3 
hus 340m pa - (и 
k42 xo-2 x - 6 
lim (2 +314- х2) )14 lim x (13 
x>vV2 x3 
bn suelos e сэ 15 
d midi T E 
lim (8t-4)7t-9) (18 lim 3x-4 (17 
t—3 x4 
x? —7x410 1/x)- (1/2 
х2 X - 64 x2 x—2 
lim (t—3.1416) 02 lim (4x«2) (1 
1л Х-»-2 


I 3 3 ۱ х-3 
m 8E TG ЕУ Т 


Ax? -6x+3 
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со 
E 4x43 


im (+) 


Т 2-1 
3+1 


2 x + х"? 
n. 


lim (- 2x45)! 


xol 


lim NF ور وا‎ 


x——4 


lim (3х-1) 


Х-»-2 

: 4 
Hm vx - 4+1 
x-2 


lim (3х-8)7 


x3 


lim 


x16 


lim 
хэл | ۲ ۲ 
. )×-3(7 
11 
x—3t Х- 3 


X— 0 


5х23х+7 
2х2 +х+3 


47 
ЫГ х-4 ١ 
x 2-1 
lim 49 
xol С ( 
. 2Х-14Х-2 
lim (51 
7 x - 4 
1-1Хх 
li ix (53 
x—1.5 х-1 
. ? Ml + x- 42 
lim ——— (55 
х] x 29х09 
37 E out 
lim 21 
x2 x _ х2 ( 
9% 5 ДХ 
iM (59 
x>0 37-2 
"E. D». 
lim z (61 
X—00 бх+ 2x 
(3x 4 x- 1) 
] 63 
Jim 72) ( 
: - مر‎ 43x 
МИ а (65 
xoo 22-1 
1 6+ 22 ( 
D (2Хх-7) 
lim sinx (69 
X— o 


. كل النهایات الاتية إذا كانت موجودة‎ as jl 
lim f(x) (+ lim f(x) ب(‎ lim f(x) ( 


xa 
xa xa 


RES 40245 كوي‎ 
Қх)= 22; а=-8 (74 (۷8-۵ ; a=2 (73 
од! عدد صحیح . ارسم بیان ۶ وأوجد‎ n كانت‎ 13 
lim fx) < lim 45) 
m 


Кх)-(41) , n<x<n+1 (75 


f(x)= n , n<x<n+1l (76 
12120000 
weh م‎ 
f(3) = x] (60 — fo9e[x] (79 
f(x) = [x]|- x (82 f(x)» x- |х] (81 


استعمل مبرهنة سندویتش لتحقیق النهاية المعطاة )83 < 86( 


lim x (84 lim (2 + 1)=1 (83 
x0 گر‎ +7 x0 

lim x° sin -0 (86 lim اد‎ | =0 (85 
х0 Ах х0) x 


lim х2 f(x)- 0 اثبت أن‎ «c لعدد حقيقي‎ 0 > f(x)< c كانت‎ 13 (87 


x0 
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› سبب ما يأتي‎ ХЭ (88 
SE "Nec 7 
lim xsm|— | тх | limsimn— ( 
x0 x х-»0 х-0 X 


1 1 
lim | + x) * lim B +lmx (= 
x>0 ۴ x— 0. X 


х0 
lim 2(х)=0 و‎ lim (х) = L«0 إذاكان‎ (89 
xa ха 
. غير موجودة‎ lim [f(x)/e(x)| ثبت أن‎ 
xa 
in UO SML A (إرشاد و رح‎ 
xoa g(x) 
f(x) 
lim 9 = tim 0 أن‎ да, 
xoa xoa g(x) 
أوجد النهايتين‎ (90 
lim N +x- xJ ° lim [Vx+1— Ja) 
БЭРЭН X— ОО 
ç آو خد‎ (91 
4X -3X*1,5 
lim 225-1 412 


في التمارین من )92( إلى )99( آوجد النهایات الاتية على شکل 00۰00 - أو 


. ) وتعني غير موجودة‎ Does not exist اختصار کلمة‎ ) DNE 


lim f(x) (— lim f(x) ب(‎ lim f(x) ( 

EE. "E шэг 

f(x) = cuneo 03 (= ,a-4 (9 
2- × x—4 
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Ш = 26 8 
Е 2х2 = _1(97 хүс 3x E. 
i x -x-2 4: ١ Ч icem А p 
dli 4499.30 ق‎ 
4 (x4 1Y š ( 4 x(x— 3) : ( 


في التمارین من )100( إلى ) 103( الدالة f‏ تحقق الشروط المعطاةء ارسم 
الشکل الممکن للدالة ۶ ۰ مفترضا أن بيانها لا یقطع أي خط уй‏ أفقي . 


lim f(x)=1‏ ء 
X— —00‏ 
ç lm f(x) = —00 ¢‏ 
جر 
lim f(x)=-1‏ 
X— —00‏ 
ç lim f(x) - О0 «‏ 
x22‏ 
lim f(x)22‏ °‘ 


X—» —00 


e 


« lim f(x)23 


> lim f(x)2 о ۰ 
xol ٠ 

< lim Дх) = о « 
x>—2 
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(100 


(101 


(102 


في التمارین ) 104( إلى )117( أوجد الخطوط التقاربية الرأسية والأفقية . 
2х?‏ 1 


єх) = CR 5 (105 f(x)= 20 (104 
t- nn пот = qe 
f(3)- 5 Бан (108 
9= 35 (111 اس‎ TL 
f(x) = | قطنا‎ )113 f(x)= 1. (112 
( - 2625516 115 A(x)=1+ e (114 
f(x gm їнэн (117 f(x)= — (116 
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بند 4-2 الدوال Continuous functions 5 jail‏ 
الدالة المستمرة أو المتصلة هي الدالة التي یخلو بيانها من کسور أو 
فجوات أو خطوط نقارب رأسية c‏ فبیانها عبارة عن منحنی متصل ليس به 

أئْ نقطعات مثل الموضح في شکل )54( 


شکل )54( 


Li‏ بیانات الدالة الموضحة في شکل )55( فهي بیانات لدالة غير مستمرة 
н)‏ متصلة) عند C‏ =× . 


ففي شکل )55)(( f(c)‏ غير معرفة وفي 0&3 (55(ب)) f(c)‏ معرفة الا 
Jim f(x) z f(e) d‏ آما في شکل (55(ج)) فان lim f(x)‏ غير 


X— C X— C 
غير معرفة بالاضافة إلى أن‎ fle) ((355) موجودة وأخيرا في شکل‎ 
f لن یکون من هذه الأنواع لذا حفقت‎ f(x) ous lim f(x) - oo 


хс 
شروط نذکرها في التعریف الاتي‎ 2256 
تكون مستمرة عند عدد © إذا تحققت الشروط الثلانة الآتية.‎ f تعریف: دالة‎ 


. موجودة‎ lim f(x) — )+( . نکون معرفة‎ Рс) (Й) 
lim f(x)- f(c) (3) 


col‏ أن شروط استمر ارية الدالة عند © ممکن کتابتها على النحو: 


lim f(x)= lim f(x)= f(c)= قيمة معرفة‎ 
хс хс? 


فالشرط )—( یکفی لایضاح أن f‏ مستمرة عند ¿C‏ لان إذا كانت 
lim f(x)= f(c)‏ فهي یعنی أن f(c)‏ لابد معرفة وان النهاية lim f(x)‏ 


xc хэс 
(ب) یتحققان آوتوماتیکیا.‎ ۰ (I) موجودة . والشرطان‎ 

ویطلق على عدم الاستمرار عند © الموضحان في شکل )155( »(ب» 

عدم استمرار قابل U‏ الة removable discontinuity‏ لأنه من الممکن 
ازالة عدم الاستمرار بتعریف الدالة بقیمة مناسبة . 

آما في شکل (55(ج)) فتسمی قفزة عدم استمرارية .Jump discontinuity‏ 
3 كان f(x)‏ توول إلى j co‏ مه - عندما تؤول × إلى © من الجانبین 
كما في شکل (55(د)) نقول أن للدالة عدم استمرارية لانهائية عند Infinite c‏ 
discontinuity‏ 

فیما يلي نذکر بعض الدوال ونناقض استمراریتها على سبیل التوضیح . 
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РОНЕ‏ استمر ار يتها 


< C لكل قيمة‎ 
lim f(x)=2c= f(c) 
X— C 


الدالة مستمرة 


عند c=]‏ نجد 

lim f(x)=lim f(x)=3 
xol "جر‎ 

إذن الدالة لها .عدم استمرارية 


< Ше I للإزالة‎ AL 


y‏ عند 2 = C‏ نجد 
lim f(x)=lim f(x)=2‏ 
x>2 х-»27‏ 
1-)8(2 
.. یوجد عند 2 C=‏ عدم 
استمرارية قابلة pu‏ الة 
لوعرفناء 2 f(2)=‏ بدلا من1 


с= 0 عند‎ 

|f(x)‏ یکون لانهائي بطريقة 
اختيارية كلما اقتربت من 0 

الدالة عند 0 لها عدم استمرارية 


لانهائية . 


с= 0 عند‎ 
lim f(x)=1,lim f(x)=1 


х-»07 ۳ 
النهایتان غير متساویتان.‎ f(x)» = 
х 

x‏ إذن یوجد قفزة عدم استمرار 

عند 0 = C‏ ( مقدار القفزة -2( 


x0 
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да‏ هنة: 

C مستمرة لكل عدد حفيقي‎ Alla الحدود 1 هو‎ 5 di (1 : 
А f g ۱ "p" 

с Л (2‏ قسمة q‏ لكثيري حدود gkg: f‏ هو 435 مستمرة عند 


كل عدد حقيقي © ماعدا الذي بحقق الشرط g(c)= o‏ " 
والبرهان منطقي لأن إذا 4 ХК‏ حدود»» عدد حقيقي» فان lim f(x)= f(c)‏ 


х С 
lim f(x)» qlc) فان © في 309 ې ويكون‎ g(c) 2 0 ولذا كان‎ 
X— C 8 


أي q‏ مستمرة عند 0. 


مثال (1) 

إذا f(x)= |x + x—1 «cas‏ 
сай‏ أن f(x)‏ مستمرة عند أي عدد حقيقي © . 
الحل: 


بیان 1 موضح في الشكل )61( 

إذا كانت 0 > × فان 

f(x)» -x- (x-1) 
=—2 x+] 

ولذا كانت 1<× >0 оз‏ 


f(x) = x— (x-1) 


]= 
واذا كانت 1 < × فان 
f(x)» + x-1‏ 
2-1 - 
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وبما أن جميع آجزاء f(x)‏ هي کثیرات حدود مستمرة عند أي نقطة في 
الفترة المعرف الأ الجزی بقي أن ندرس الاستمرارية عند х-0‏ وعند 
2-1 عند 0 =× 

عند 0 =× 


lim f(x)= lim —2x+1=1 


= x0 
x0 
lim f(x)-liml1 =1 
+ x0 
x0 
f(0)- 0 o-1 


×= 0 xe مستمرة‎ Alla ۰ 
x=] xe; 
lim f(x)= lim 1-1 


-— xol ٠ 


lim f(x) -lim2x-1-1 
xol xol 
f(1)- I+ 1-1 
-1 
Х-1 الدالة مستمرة عند‎ + 
„С وینتج أن الدالة ۶ عند أي عدد حقيقي‎ 


(2) مثال‎ 
انضوارية الذالة‎ a 
[x] ° 2<x<3 
f(x)= x 22 , x«2 
x-1 : x>3 


الحل: 
نعلم أن 2- [x]‏ عند أية نقطة في القترة 3 > > 2 
od‏ یمکن ААУ‏ الدالة علی النحو 


x -2 х«2 
f(x)= 2 2<x<3 
х-1 х»3 


OS‏ جزء من الدالة مستمر في الفترة المعرف بها. 
بقی أن نبحث استمر ارية الدالة عند 2 < وعند X=3‏ 
عند x=2‏ 


lim f(x)=1im[ -2)=2 
x>2 x2 


lim f(x)=lim2=2 


х2 


f(2)=2 


х-»2" 


.x22 الدالة مستمرة عند‎ ЭР 
X=3 عند‎ 


x—3 х-э3 
lim f(x)=lim2=2 
"جر‎ x3 
۶)3(< 2 
X—3 الدالة مستمرة عند‎ 
. ۸ مستمرة على جمیع الأعداد الحفيقية‎ f(x)... 
)3( مثال‎ 
ابحث استمر ارية الدالة‎ 
A xe(-22) 
354155 * 
2 хє(-2,) 
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الحل: 
عندما × Y‏ تنتمي إلى (2,2-) أي X22‏ و 2- > 
عندما 2 «X2‏ یکون 


di 
X X 
وعندما 2 > × يكون‎ 
| وك‎ 
x 
یمکننا اذن اعادة صياغة الدالة على النحو‎ 
-1 х<-2 
f(x)- x2 —2«x«2 
1 x> 2 
Х--2 ùc و‎ 
lim f(x)= lim (-1)=-1 
х-»-2- х-»-2 
lim f(x)= lim x/2=-1 
х-»27 х-»-2 
f(2)=1 


Х--1 إذن الدالة مستمرة عند‎ 
Х-2 و عند‎ 
lim f(x)= lim x/2 =1 
x22 x2 


lim f(x)=liml=-1 
x——2+ x—2 
)-- 


f(-2 
х-2 р 
х= 2 الدالة مستمرة أيضا عند‎ . 
. ۸ مستمرة على جمیم الأعداد الحقيقية‎ f(x) -. 
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(4) Jis 
غير مستمرة.‎ f(x) النقط التي تکون عندها الدالة‎ as j 


|х-1 
х»0 
х-1 
10-1 х-0 
x um х«0 
х-2 
الحل:‎ 
1 
(2531, x+ تکون‎ x> 0 عند‎ 
ر‎ +1 x+1 
لا تقع داخل هذه‎ x= -1 الاستمرار‎ зас الدالة مستمرة على هذه الفترة (نقطة‎ 
(5 الفتر‎ 
رش‎ E МЫ عند 0 > × تکون‎ 
х-2 
لأن»‎ Х--2 النقطة‎ aic 
0 
19 65 غير موجودة‎ 
ومستمرة على بقية الفترة.‎ 
×= 0 عند‎ 
x + 8 
lim f(x)=lim =4 
x20 x20 Х+2 
x+] 
lim f(x)- lim. 1 
х-»-0- x>0 1 


х-0) مستمرة أيضاً عند‎ 3141 i 
. x= 0 «Х= 2 غير مستمرة فقط عند‎ f(x) s 
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مثال )5( 
ابحث استمر ارية الدالة 


_ sn) B 


f(x) Jx 
0 , x-0 
×= 0 عند‎ 
الحل:‎ 
ويناسبنا هنا استعمال مبرهنة الحصر (السندوتش).‎ cx نبحث نهاية الدالة عند 0 ج‎ 
411 
-1 > 918 —|«l 
83 
x= 0 لأنها دائماً موجبةء‎ Cx? ضرب في‎ 
1 
-x< x sin—-«x 
ух 
عندما تژول  إلى صفر‎ 
1 
0 > x sin—— «0 
ух 
. 1 
lim X! sin == = 0 
x0 Jx 
f(0)20 ومعطی آن‎ 


.Х-0 مستمرة عند‎ 31) ss 


مثال )6( 
آوجد قيمتي ۰2 b‏ اللتان تجعلان الدالة f(x)‏ مستمرة عند а‏ . 
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Х» 4‏ و 


-2а 
lim f(x)» lim bx ах? 
xoa* Xa 
= ab+ a? 
а مستمرة عند‎ f(x) ولكي تكون‎ 
lim f(x)= fla)= lim f(x) 
s xoa* 


2a=5=ab+ a` 
5 5. 125 
= a= 5 f 


2? За 
jo Зу 
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ХҮН" 
تكون‎ f فان‎ [a,b] دالة معرفة على فترة مغلقة‎ f كانت‎ 13 
بالاضافة إلى أنء‎ (a,b) كانت مستمرة على‎ 13 [a, b] مستمرة على‎ 
lim f(x)= f(b) < lim f(x)= f(a) 


xa‏ جر 


مثال )7( 
ثبت أن الدالة f(x)2V8x- x)‏ 
مستمرة علی الفترة المغلقة ]0,8[ . 
الحل: 
شكل )62( يوضح بیان الدالة 

f(x)= М8х- x 
۰0 <c<8 إذا كانت‎ 


lim f(x) lim 8 х2 فان‎ 


х 0 XC 


-A(8- с)с 
- f(c) 
فان‎ x= © نهاية عند‎ glx) (لأن إذا كان للدالة‎ 


lim g(x) = lim. g(x) 


х C XC 


‘lim 2g(x)» 0 بشرط أن»‎ 
XC 


لإذن الدالة مستمرة عند © ويبقى لنا مرجاعة النقطتین الحدیتین للفترة ]0,8[ 
باستعمال النهایات من хайх‏ واحد. 
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lim f(x)= lim J8x- x5 = lim 4 x(8- x) 


х0" х0" х-»0" 
-407х8-0- f(0) 
lim f(x)= lim 8х х2 
х8 ا‎ х-»87 
lim А/Х8-х)- J8x0* 
xo8 
-0- f(8) 


إذن الدالة مستمرة من اليمين عند Х-0‏ ومن Jl‏ عند .X-—8‏ ومن 
التعريف السابق ينتج أن الدالة £ مستمرة على الفترة ]0,8[. 
يمكننا تعريف الاستمرارية على الفترة [а, оо) j [a,b)‏ إذا كانت f‏ 
مستمرة عند 2 < × في الفترة بالإضافة إلى استمراريتها عند 4. كذلك f‏ 
تكون مستمرة على الفترة (оо, b] d (а, b]‏ إذا كانت مستمرة على كل نقطة 
في الفترة» 8 >۸. ومستمرة عند 8 -#. وإذا كانت الدالتان «f‏ ع 
مستمرتان عند Айх Me‏ ۰0 
فان الدوال الآتية مستمرة هي الأخرى عند «C‏ 
.f-g.feg‏ وكذلك f/g‏ بشرط 0 -8(с)‏ 
نذكر هنا Laj‏ عدة مبرهنات يمكن للقاری برهنتها بسهولة باستعمال 
مبرهنات النهايات وهي. 
1( إذا كان b‏ =(×)ع lim‏ » كانت f‏ مستمرة b‏ 

X 


فان 
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وينتج من هذه المبر هنة « 
lim Je(x)= [lim а(х)‏ 


XC х С 
limsin(g(x)) = sinf rim 22) 3 
XC х С 


lim (log, f(x))= log, lim 2) 


x—c x—c 

وهکذا. 

f 13 2‏ مستمرة عند ۰6و ع مستمرة عند f(c)‏ فان الدالة التركييية 
gof‏ مستمرة عند .C‏ 

آي آن. 


lim &(/(3))- «im 1) - )و‎ f(c)) 


XC XC 
КЦх)-3х"-7х-12 . g(x)-|d فلذا كان‎ 
k(x)- )ع‎ f(x)) المستمرتان دائماً . فان‎ 
مستمرة أيضا دائما.‎ k(x)= (gof)(x) 14 
5 مستمر‎ k(x)= Bx -7x-12 آي آن الدالة‎ 
.) © دائما ( أيْ عند أية قيمة حقيقية‎ 
ofla) عدد بين‎ ¿| v a,b] مستمرة على فترة مغلقة‎ f إذا‎ (3 
بحيث يكون»‎ [a,b] في‎ C хулс فانه یوجد على الأقل‎ > f(b) 
f(c)= v 
هنة رقم )3( تسمی مبرهنة القيمة الوسطی‎ ма] 
تأخذ‎ f فان الدالة المستمرة‎ b من 2 إلى‎ X على أنه بینما تتغير‎ any 
." f(b) و‎ На) كل القیم بين‎ 
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أي 13 كان بیان الدالة المستمرة ۶ ممتدا باتصال وبدون کسور من نقطة 
(a, f(a))‏ إلى نقطة (b, f(b))‏ كما هو واضح في شکل )63( فان لكل 
عد v‏ بين (a)‏ و f(B)‏ يقطع 
الخط الأفقي y-v‏ بیان f‏ على 
الأقل نقطة واحدة p‏ . الإحداثي X‏ 
у р Аы © ¿i‏ عنده 
у= ( f(c))‏ 

ویتبع من مبرهنة القيمة الوسطی أنه 
3 كان fla)‏ و f(b)‏ مختلفین في 
الاشارة فانه یوجد عدد C‏ يقع Ox‏ 
ui Рс) = 0 «эм b ۵‏ 

آن f‏ لها جذر آو صفر عند C‏ 
وتساعدنا مبرهنة ХАА!‏ الوسطی في ded‏ مواضع أصفار الدالة f‏ فمثلا 
إذا کان. 2-3 + -6X‏ ك2 + f(x)- x?‏ 


وحسبنا قیم f‏ عند الأعداد الصحيحة من 4- إلى 2 كما يلي» 
2 1 0 1- 2- 3- 4- 3 
f(x) | -139 2 41 2 -3 -4 17‏ 


بما أن f(x)‏ کثیر حدود فهو إذن مستمر لجمیع X‏ ومن مبرهنة Aa]‏ 
الوسطی نجد أن f‏ لها آصفار s Су «0 ¿C|‏ 3->6 >4-. 
0< >1- 2< و > 1 

أيْ أن للدالة £ ثلاثة أصفار حقيقية في الفترة ]4,2 -] 
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تمارین 2 - 4 
قابلة للإزالة أو قفزة أم لانهائية. 
y (1‏ 2 


شکل )69( 9&5 )70( 
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قفزة أم لانهائية. 


(jt хє! ao) NN x«l 9 


2x—-]; x>1 3—x ; x>] 
Ix- 2|: х+ 2 " |х--3 و‎ ETS) 
i й و‎ X=2 uo (9-1) : 2-2 
3-x^; x«l X +1 : x«l 
f(x) ; <1)14( f(x)» » AT (18) 
X+] ; x>1 x j; X>] 
f(x)=|x-1|+[x] (16) (9-7 (15) 


1 


f(x)= x3 LEE _ 4) (17)‏ 
=i) as‏ کات qa)‏ 
(x-1)‏ 
في التمارین من )19( إلى ) 30( ابحث استمر ارية الدالة عند 4. 
Цх)-42х-5-3х,а-4 (19)‏ 


f(x)» —— ,a=-2 (20) 


f(x) 22 (21) 


f(x)- لد‎ xi +2 үа--5 (22) 


f(x)= = ,a-3 (23) 
4 ;x=3 
х2_9;Х%+ 3 

f(x)24 x+3 ,2 2-3 (24) 
2 ‚х= 3 

f(x) =3 +7 - سم‎ ,a--2 (25) 
L xz3 

8-1, 3ور‎ 09 
|x- 2| 5 

дев. x25‏ ات20 
А X‏ 
Зух‏ 

р (28) 

| f(sin)/xx#0 — 

“9-1 M LL (29) 


1-0С08Х 
ХФ 0 
= x ,a-0 (30) 


أوجد نقط عدم استمرار الدالة ۴ في تمارين (31) حتى (34) : 


3 X 
fix)- 32 Гх)- 31 
l ET | (x) ET | 


9= 25 41 (34) по) 00 روم‎ 
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2 أن الدالة f‏ مستمرة لین الفترة المعطاة في التمارين من )35( إلى (42). 


Ңх)= 19-х? [-33] (5) 
f(x)» Jx-4 [48] (36) 
f(x)» 47- x (-о0,7| (37) 
fx) - (0,0) (38) 
f(x) = x— [x] 12) (39) 
(= (3) (0) 
f(x)- N3x- х? [03] (41) 
п) рз) (42) 


مستمرة عند 2 =×. 


x und О) 
(х)= 5 - (46) f(x)- /3x-2 + x? +1 (45) 
Х-6 
|х--5| x 
( ) PH (48) f(x) тт. (47) 
еа (50) f(x RI (49) 
^ Биг ша ` > A 
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f(x)= sec x (54) 


f(x)=1+cot x (56) 
f(x)- JQ + x3- х) (58) 


f(x)= Z (53) 


f(x)= tan2x (55) 
f(x)=sin x (57) 


s (60) 0-2] (59) 
x -6 
2 х? —16 
و‎ | | 
(40.41 62 fix)- 61 
(9-7 T— (62) س در‎ 0) 
التي تجعل‎ d ¿c قیم الثوابت الحفيقية‎ as j (68) في التمارین من )63( إلى‎ 
. ۸ مستمرة على‎ f 
cx? -3 (2 
Гх)- 63 
(s) o X22 ( 
c“ x—3 x«l 
fix)- 64 
(0 Em »es ( | 
C 2 
ЭР, сын 
f(x)= 9-х |x«3 (65) 
AN FT p 
d 
4x ,x&-] 
f(x)=4cx+d ,-1<х<2 )66( 
—5x ,X22 
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х-2 , > 6 
f(x)-4 x. шахаа (67) 
ل جين‎ ,x»d 
XtC ,x<C 
f(x)=4d jeg (68) 
cx+d ,x»2 
في‎ ۶ АШ الوسطی‎ ЗАА! في التمارين من )69( إلى )74( حقق مبرهنة‎ 
فانه‎ f(a)< v< F(b) وضح أنه 3 كان‎ GÍ [a,b] الفترة المذكورة‎ 
. f(c) v بحیث‎ [a,b] في‎ C یوجد عدد‎ 
f(x)=x +1 : [-12] )69( 
f(x)- 2x- х? ; [-2,-1] 


f(x)- 49- x? ; [03] 


(75) اثبت أن المعادلة x -3x! -2x! —x+1=0‏ لها حل حقيقي في 
الفترة )0,1( 

)76( استخدم مبرهنة القيمة الوسطی لتثبت أن بياني الدالنین 
f(x)» x! - 5x‏ و g(x) - 2х - 4x46‏ یتقاطعان بين Х-3‏ 


. Х-4, 
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بند 1-3 : المماسات ومعدلات )53 

Tangents and Rates of change 
Tangent line آولا: الخط المماس‎ 

قد پعرف البعض الخط المماس لمنحنی 

على ad‏ الخط المستقیم الذي یقطع المنحنی 
في نقطة واحدة p‏ كما في شکل )71( إلا 
أن هذا التعریف لیس مفیدا qual‏ بیانات 
الدوال. لان المستقیم قد یمس gr(f)‏ عند 
نقطة معزولة ‏ ثم یعود فیقطع المنحنی أو 
یمسه مرة آخری كما في شکل )72( لذلك 
نجد من الأفضل تعریف ميل المماس عند 
p‏ ثم إذا آوجدنا )02 m‏ آمکننا ایجاد 
معادلة المماس (Хал Л,‏ معادلة € 
m(x— x)‏ = رز (х,и) 5 y—‏ 
إحداثيا ۰ m‏ ميل المماس عندها. 
لنفرض أن р(х, f(x)‏ على بیان f‏ 
والمطلوب إيجاد ميل المماس عند م . 
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نختار نقطة آخری Q(t, f(t))‏ 
(انظر شکل )73(( ونرمز للقاطع 
0بلرمز  Lo des Lo‏ 
بالرمز mo‏ ومیل المماس عند 
p(x, f(x)‏ بالرمز m‏ .عندما 
تکون Q‏ قريبة جدا من D‏ یصبح 
mo‏ هو تقريب لقيمة т‏ وکلما 
اقتربت Q‏ من ДОР‏ كلما تحسن هذا التفریب فإذا جعلنا Q‏ نقترب من 
م من اليمين نحصل على الوضع оны!‏ في شکل )74( 


شکل )73( 


cus‏ توضح الخطوط المتقطعة آوضاع Lo‏ آتناء اقتراب Q‏ من وفي 
КА‏ (74ب) Qus‏ من P‏ من جهة А‏ أو قد نجعل Q‏ نقترب 
من Р‏ من الجهتین. أي بأخذ نقط على المنحنی احدها على اليمين والأخر 
على Хай‏ من . 
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«Р أقرب ما یمکن من‎ Q لها قيمة تنتهي إليها عندما تصبح‎ Mo كان‎ T3 
لنکتب الآن ما شرحناه بالمعادلات»‎ L فان هذه القيمة هي ميل المماس‎ 

мос A0 r9 

(— x 
. و‎ О ونلاحظ أنه لكي يكون هناك قاطع يجب أن تختلف‎ 
Q(t, 7)4(( зээ نستطيع أن‎ x مستمرة عند‎ f أي أن × 13.02 كانت‎ 
تقترب من . وهذا يؤدي إلى تعريف‎ t يجعل‎ р(х, f(x)) تقترب من‎ 
: P(x, f(x)) عند‎ L للمستقيم‎ m ميل المماس‎ 
ردير‎ 29-40 
-эх 1 x 

شريطة أن نکون النهاية موجودة. 
ویمکن АА‏ هذا التعریف بطريقة آخری AÍ‏ شیوعاء فإذا وضعنا 
j ]- x= [‏ 1 +× ={ وعندما х‏ 1 فإن h— o‏ وتصبح «МА‏ 
f(x+ h)- f(x)‏ 


m= lim 


مثال (1): 

إذا كانت f(x) = х‏ 0۰ عدد حقيقي 
أ) آوجد ميل المماس لبيان f‏ عند X=C‏ وعند Х--2‏ 
ب) آوجد معادلة المماس عند )2.4 p(-‏ 


الحل: 

"mm f(x+ h)- f(x) ( 
ho 

عند € =× 
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n(-2)- 2(-2)- 4 
معادلة المماس‎ 13 
2-4 = mx- x) 
у-4--4х-2) 
4+ у+4= 0 
اننا : معدل التغیر‎ 


إذا كانت f‏ دالة في x‏ فإنه كلما تغيرت x‏ تتغير f(x)‏ ولو أن 
y= f(x)‏ فن أي تغير في X‏ يناظره تغير في y‏ . فاذا تغیرت X‏ من 
۾ إلى 6 فإن x Ам‏ هو Ах-б-а‏ 
والتغیر المناظر في y‏ هو Ay= f(b)- fla)‏ 

Ау. ; ТИСЕ 
Ax نتيجة تغير ۰7 ی‎ у والنسبة بين التغير في‎ 

x 

هي متوسط معدل تغير y‏ بالنسبة إلى x‏ خلال (a, b) лд‏ ولذا رمزنا 
لمتوسط معدل التغیر بالرمز Yay‏ » نکتب 
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y AY. (b)- f(a) 
4У Ах Б-а 
أي أن × تغیرت من 2 إلى‎ h كان التغیر في × صغير نسبیا وقدره‎ 13 
۰۸۸ < һ فان‎ ach 


f(a-- b)- На) 
L NN NEN 
فان معدل التغير‎ das تقترب من الصفرء أي التغیر في × ضئیل‎ А إذا كانت‎ 
y(a) له‎ jays ×= a یسمی معدل التغیر اللحظي عند‎ 
Ца--5)- f(a) Шоо 
اي آن‎ 
h = 
بشرط أن تکون النهاية موجودة.‎ 
تمثل موضع نقطة على‎ y ۰ وفي الحالة الخاصة التي تکون  الزمن‎ 
y= s(t) (X2 أي‎ X уул! 
في‎ Ü بالنسبة للزمن‎ S هي متوسط معدل تغیر‎ “Үү, فان السرعة المتوسطة‎ 
مروت‎ аг 
هي معدل التغیر‎ Í أي السرعة عند لحظة معينة‎ v والسرعة اللحظية‎ 
بالنسبة للزمن.‎ S اللحظي للموضع‎ 


Улу lim 
h—0 


( .رون ( السرعة المتوسطة‎ = Хаз А) 88) , te(a,a+h) 

( السرعة اللحظية‎ ( v(t) = lim ةا‎ ШЕВ ! 
مجر‎ h 

مثال (2): 


سقط جسيم من ارتفاع 512 مترا عن سطح الأرض بحيث یعطی 
ارتفاعه عن سطح الأرض s(t)‏ عند زمن £ Ag‏ بالقانون 
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s(t)=512-16ť 
Au عن‎ аљал] ic سر‎ (Í آوجد‎ 
ب) سرعة الجسیم عند ارتطامه بالارض.‎ 
ج) متوسط سرعة الجسیم خلال حرکنه.‎ 


الحل: 
v(0- Tim s(a + h)— s(a)‏ 
h0‏ 
lim s(2 + h)- s(2)‏ -)0(2 
h—>0‏ 
| 512-160( -| ۴( +512-16(2( . 
[шп‏ = 
h—0 h‏ 
5124-64 -) 2 +هه 512-104[ 
lim‏ = 
h—0 h‏ 
64h- 160‏ 7 _ 
h>0 h‏ 
lim(- 64h- 16h)‏ = 
h0‏ 
( متر / ثانية ) m/s‏ 64- -(0)2 


j 5)4(- 0 الجسم بالأرض عندما‎ aki y ب)‎ 
- 160 4512202 t- 442 s 
لو ات از‎ 2 + h)— s(442) 


h—0 h 
-16l442 +h +512 |-| -16l442 f +512 
ma pires 
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2 14 2 во) | 


= 0 


h‏ مجر 
n- A42] [4v2 + h+ 42]‏ +162 
lim‏ - 

h>0 h 

. -16 B(842 + А) 
= |і 

h‏ مجم 
-lim -16 А842 +h)‏ 

h0 


v(44/2)- 12842 = -181 m/s 
[50 ج) السرعة المتوسطة خلال الفترة من‎ 
h-442 id t = 442 إلى‎ 


_ s(442)- s(0) 


Vay 4.2 
-16 (2) +512 |-2 
4-7 
0-512 
- --6442 ms 
442 x 
> -90.5 m/s 


مثال (3): 
ДА‏ الجهد في داثرة كهربية مقاومتها В‏ هو 100 فولت بحبث یعطی 
انز l амь Ве r= 253. lica h Raga das‏ 


بالأمبير. 
أوجد المعدل اللحظي لتغير بالنسبة إلى R‏ عند R G|‏ وعندما .R=20‏ 
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الحل: 
معدل تغير 7 بالنسبة إلى R‏ هو 


100 100 

R+h R 

h‏ مجر 
100R-100(R+ h)‏ 

1m 

h0 — hR(R- Rh) 

_ qug 1908-100-100 
HE  hR(R+h) 

- qus 21008 

ıo hR(R+ h) 

5 7100 

n R(R+ h) 


وعندما R=20‏ يعون 
r(20)2 = Ampere/ ohm‏ 


И. —‏ : 
أي أن التيار يتناقص بمعدل 6 آمبیر لكل واحد آوم زيادة. 


150 


تمارين 1-3 


(і‏ أوجد ميل المماس لبيان f‏ عند pla, f(a))‏ باستعمال التعريف. 
ب) أوجد معادلة المماس عندما 2= 4. 


f(x)= x (2) f(x)- 5x? -4x (1) 
f(x)-3-2x^ (4) f(x)-3x«-2 (3) 
f(x)-4-2x (6) f(x)» x° (5) 


)7( 13 كانت p- Jat b.‏ .2920 151.3(۰8) =« یعطی تقریبا 
зм]‏ السکان بالملیون في الولایات المتحدة أثناء الفترة 1990 — 1950« 
یناظر العام ۰1950 آوجد المعدل اللحظي لتغیر م بالنسبة للزمن Л‏ 


)6< 39) 1989 عند أي قيمة 1. ب) عام‎ (і 
اثبت أن متوسط معدل التغير السنوي خلال هذه الفترة هو 2.32 مليون‎ 
كل عام.‎ 


في التمارين من )8( إلى )11( أوجد ميل ومعادلة المماس للدالة f‏ عند النقطة 
المعطاة و ارسم ИР gr( f)‏ علدا 2324 عند م 


f(x)- . p(- &.-2) (9) f(x)- Vx , (4,2)م‎ (8) 


f(x) 5 AM (11) (= 32) (10) 


sa ó (12)‏ نقطة المنحنی  у=‏ الذي یکون المیل عندها 27 .т=‏ 


slt)‏ حیث t‏ بالثواني» 5 بالمتر. آوجد في كل تمرین؛ 
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]1,1.01[ ۰]1,1.1[ «[L1.2] السرعة المتوسطة في الفترات‎ (і 

ب) السرعة عندما 1= ]. 

s(t)-2t-30 (14) s(t)-4€ +3۶ (13) 

s(t)-t-4t (16) 8()-4/2-1 (15) 

ДЬ (17)‏ 5 إنقاذ نسقط آقفاص منتجات غذائية من m gli J‏ ۰160 ویصبح 
ارتفاع القفص عن سطح الأرض عند Аб t‏ هو 160-161 آوجد 
سرعة القفص عند 4-1 و أوجد سرعة ارتطام القفص ха МЫ‏ 

في التمرینین )418 )19( أوجد : 

(Í‏ متوسط معدل تغیر ‏ بالنسبة إلى × في الفترة المعطاة. 

ب) المعدل اللحظي لتغیر ‏ بالنسبة للزمن f‏ عند الحد الأيسر للفترة. 

y-3-2x , [2,2.4] (19 y=x +2 , ]3,3.5[ (18) 


cui (20)‏ النظرية النسبية إلى حقيقة هامة وهي المسافة Lo‏ بين نقطتين 
2 
نتکمش إلى L‏ :1-2 م1 ۰ إذا كان النقطتان داخل А за‏ تجری 


C 
آوجد المعدل‎ «3108 пуз) هي سرعة الضوء‎ C QD بسرعة‎ 
الك لر طول تحسم اة رة‎ 


D = 0.96 ب) عندما‎ D (xe (i 


)21( استعمل نقریب متوسط معدل تغير y‏ بالنسبة إلى × لایجاد المعدل اللحظي 
لتغیر y‏ بالنسبة إلى «х‏ عند 2 — (X‏ مستخدما مرة» مرة آخری. 


1005 x : 
x +4 


cos? x4 X? sin X 
422 = 


x? +1 
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بند 2-3 تعریف المشتقة Definition of Derivative‏ 
تعاملنا في البند السابق مع معدل التغیر أو السرعة أو ميل المماس معا 
نهایات على الشکل» 
f(x+ h)- f(x)‏ 


lim 
1-»0 
ما یعادلها‎ d 


. f(t)- f(x) 
п — — 
tx {¬ x 
وهذه النهاية هي حجر الأساس للمبادی الاساسية للحسبان» وهي المشنقة.‎ 
المشنقة خلال دراستنا للحسبان في المسائل التي نتعرض لمعدلات‎ ull 
التغير ومن ثم فلها تطبیقات في معظم فروع العلوم التطبيقية. ونحن نقدم في‎ 
هذا البند بتعریف مشابه لهذه النهایات للمشتقة ونعطی بعض القواعد البسيطة‎ 
التي تمکننا من ایجاد المشنقات بدون حساب النهایات مع بعض الخواص‎ 
للمشتقة وترمیز انها.‎ 
تعریف المشتقة‎ 
تعطی بالمعادلة‎ f' هي الدالة‎ f مشنقة الدالة‎ " 
120+ (- fix 
ea 1+0) 
مجر‎ h 
" بشرط وجود هذه النهاية‎ 

فإذا ما حصلنا على Р(х)‏ نستطیم ایجاد ue f(a)‏ أي نقطة x=a‏ في 
نطاق f АМУ‏ . 
قابلية التفاضل: ذکرنا في تعریف المشنقة أن النهاية لابد أن تكون موجودة 
لكي تکون Р(х)‏ موجودة Хас‏ يقال أن f‏ قابلة للتفاضل عند x‏ . آما إذا 
كانت النهاية غير موجودة فان f‏ تكون غير قابلة للتفاضل عند ‏ . وعندما 
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نقول فاضل f‏ أو آوجد مشتقة ۶ نعنی Р(х) хээ‏ . وبالمناسبة نجد أنه 
يجب أن نعرف الشکل الآخر لتعریف Р(а)‏ وهو 
lim f(x)- f(a)‏ -)4( 
xa Х-а‏ 
ومن ثم نجد أن من تطبیقات المشتقة التي نحن الآن على ale‏ بها: 
1( المستقيم المماس: ميل المماس للمنحنى f)‏ )87 عند نقطة (a, f(a))‏ 


هو f'(a)‏ . 
2( معدل التغير : إذا cy f(x)‏ لأن معدل تغير y‏ بالنسبة إلى X‏ عند 
x=a‏ هو .f(a)‏ 


وحالة خاصة تكون سرعة p Аа‏ عند زمن 2 = 
هي cs'a)‏ حيث (5)4 هو موضع النقطة عند زمن 41 


مثال )1(: 

: فأوجد‎ Ах) = 3х2 - 12x41 إذا كان‎ 

ra) م‎ fC2C€ fce roi 
الحل:‎ 

أ) باستعمال التعريف 


f'(x)= lim 
مجم‎ h 
. 3e n - o | -12(х-1)-Х-1-1 
= шп 
مجم‎ h 
. 3h(2x+h)—-12h 
= lim 
مجم‎ h 
-lim 3(2x- -(ط‎ 2 
h0 
—6x-12 
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—( بالتعویض عن x=4‏ في f'(x)=6x-12‏ 


f'(4)=6(4)-12=12 
f'(-2)=6(-2)-12=-24  لثملاب ج)‎ 
Ё(а)-ба-12 د(‎ 
:)2( مثال‎ 
: من المبادئ الأولية‎ f(x) أوجد مشتقة الدالة‎ 
f(x)- х? -i 
Дар юэ 
Х 
f(x)= 1 + x ES 
الحل:‎ 
ғ(х)= а f(x4 h)- f(x) 
مجر[‎ 
f(x-h)-(x-hp «< f(x)= х2 -i 
f(x+ h)- f(x) - (x+ h) - х2 
= x! -2xh4 h? - x° 
-2xh4 h° 
=h (2x4 h) 
f(x+ حرط‎ dx) وم‎ 
h 
f'(x)=lim 2x+h=2x 
مجر[‎ 
إذن‎ 
f'(x)=2x 
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-h 
x(x+ h) 
f(x-h)- f(x) -1 
h ` x(x+h) 


f(x+ h)- f(x) -1-х-8-41-х 
h h 
ESEREN) ا‎ 
h lr لد دم جير‎ + x 
_ 0+ x h)- (14 x) 
+ xe h+ o X] 
۳ h _ l 
بل بو رجا‎ x| ال + و جرج‎ + x] 
Р(х) = lim — 
وراه مر‎ БАЛ х DExcADERX 
1 " 
1) = سر‎ o3 


مثال(3): آوجد مشنقة الدالة f(x)‏ عندما x=]‏ « 


عند x=]‏ نجد أن 


lim f(x)- lim (2х-1)-1 
"جر‎ x41" 
f(1)21 
.Х-1 مستمرة عند‎ АЙМ = 
كذلك»‎ 
ET 
. fü«h)- fü) .. ]20+ (-1[-1 
lim h = | h 
h—0* h—0* 
. 2 2h-1-1 
- lim h -2 
“لمجم‎ 
. fü«n-fü) . (+h) -1 
lim h = lim h 
h>0 h0 
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1+2h-h” -1 


= lim 
h>07 h 

= lim (2+h)=2 
h>0 


من ولا وثانیاء نجد أن کلا النهایتین من свай‏ ومن الیسار متساویتان» أي أن 
eA gall‏ مو جودة» 
f(l+h)-—- f(1)‏ . 
lim =2‏ 
һ>0 h‏ 


f'(1)-2 o3 


مثال )4(: 

cud‏ أن مشتقة الدالة f(x)‏ موجودة عند x—2‏ وآوجدها بینما غير 
موجودة 2-3 i‏ أن f(x)‏ قابلة للتفاضل عند X=2‏ وغیر قابلة 
للتفاضل .X=3 xe‏ 


lim Кх)= lim 2 +4x-2)=2 
h—2 


رج[ 
lim f(x)» lim [x]=2‏ 
Гола h2*‏ 

10) 51532 


إذن الدالة مستمرة عند xem‏ 
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eA gall نبحث وجود‎ 


. f(Q-n-f2) . [P-+h-[2] 
lim h = ]i h 
h0* h0* 
1 222 
= Hm , ~ 
h0* h 
1)2 + h)— -)2 + hy +4(2+h)-2—- [2 
ож) f) Qe n «doe n)-2-D] 
مج[‎ 4 1-»0 h 
. 254-49] E) 
= lim 
مجر‎ h 
= lim h=0 
h— 0 


لنهاية من онд‏ = النهاية من ХАЛ‏ 4 014 النهاية موجودة ونساوي 40 
الدالة قابلة للتفاضل و Ё(2)-0‏ 


x=3 عند‎ : Lats 
lim f(x)- lim [x]-2 
h3 h3 
lim f(x)» lim (2х-4)-2 


"وج "جوا 
f(3)2 2(3)-4=2‏ 
Ala J.‏ مستمرة عند X=3‏ 
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f(34 h)- 3 
Ls, +b) r6) 
һ>0 h 
. fG+h)- fG) . |Ї-41-2 
lim = [im 
h— 0 h— 0 h 
= |} 2- 
50 h 
و‎ 
. f8-«h)- f(3) . 2G+h)-4-2 
lim -1 
“مجم‎ h h0* h 
. 6-2h-6 
- lim 
h0* h 
=.2 


cel‏ أن النهاية من الیسار -0 والنهاية من اليمين = 2 إذن النهاية غير موجودةه 
ومن ثم Р(3)‏ غير موجودة و الدالة غير قابلة للتفاضل عند  <‏ . 
مما سبق نبحث أن f(x)‏ هي دالة مستمرة على R‏ وقابلة للتفاضل ماعدا 


عند 3 < ۲ . 
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القواعد الأساسية للتفاضل 

عملية إيجاد المشنقة قد تصبح ЗАЛ:‏ الصعوبة إذا ما استعملنا التعریف في Ala‏ 
الدوال التركيبية المعقدة» ولکن نحمد الله أنه آمکن انشاء معادلات Ade‏ 
وقواعد تمکننا من إيجاد f(x)‏ 

بدون استعمال النهایات. وفیما يلي نتدرج في ذکر هذه القواعد و المبرهنات. 
1( مشتقة الدالة الخطية 

Кх)-ах-Б 13 


Ё(х)-а فان‎ 
البر هان‎ 
'(3)- lim [а(х+ h)+ b]- [ax+ b] 
h—0 h 
imla 
rend, 
مشتقة المقدار الثایت‎ (2 
f(x)= b إذا‎ 
f'(x)= 0 
البر هان‎ 
ú 5 Б- Б 
f(x)-lim—— -0 
0جو‎ h 


3( قاعدة القوة: 
(і‏ إذا كانت n‏ عدد صحيحء "× f(x)=‏ 
f'(x)= nx" à‏ 


n<o Luxe x0 شريطة أن‎ 
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البر هان 
13 كان п‏ عدد صحیح موجب من السهل إثبات أن 
a"-1|- x” — a"‏ ,”0 ره (x—‏ 


Ti‏ آن 


rj 


وباستعمال التعریف 


ولذا كان 11 عدد صحیح سالب فإن» بوضع k n--—k‏ موجب. 0 х+‏ 


يكون 
-k -k‏ 
X‏ سب t‏ . 7 
f'(x)=lim‏ 
эх t-X‏ 
l 1‏ 
xk‏ كلم 1- 
lim‏ = 
ع1 -] x‏ 
хк k‏ 1 
гэх U x (1-3)‏ 
ма...‏ 
шп‏ = 
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xFx* 
-(-юх 1 
= nx”! 
СУ صحيحة‎ š ill تظل قاعدة‎ n= 0 وعندما‎ 
(xz=0)f'(x)=0x!=0 . f(x)» 1 
لجمیع الأعداد الصحيحة.‎ nx" | إذا مشتقة "× هي‎ 


ب) إذا كان الاس هو 1 11 Me‏ صحیح موجب فان f(x)= х!" «da‏ 
n‏ 


f'(x)= 2 хп OÑ 
n 

البر هان 
p 4d‏ 
f'(x)7 lim poena‏ 

ho h 
(u- vur! ru ?y4 i ruv? + y [ u^ - ۳ 
فان‎ uz v إذا‎ 
1-۲۷ 1 


у= x ‹ u = (x+ بتعويض و‎ 
(arh - "بر‎ _ l 


Je hi K 11-1 11-2 1 n-l 
(x+h) a (x+h) a xn +... + x 2 


وبجعل 0 h—‏ ينتج أن 
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n—1 11-1 11-1 
ار ير‎ X EET 
—n+] 
== l = سب‎ X u 
Her UH 
nx 7 
1 
f =I 
(= x 
n 
120 « 


E 
ج إذا كان الأس على صورة‎ 
ан 
« f(x)= x" 13 


البرهان نستعمل نفس المتطابقة المستخدمة في )40 (ب) 


m 


m 


о= хп, u=(x+h)n » بوضع‎ 


x+h)n — x” 1 
(x+h) : 
h)” - x” m me үү m 

ша (x+ h) 079 + (x+ زم‎ 02 x" +... (x h)an 
Те = i 
EE (x+ ву, CD (x ву, 0-2) ҳа +... + [x+ ву, 07D 

_ 1 
(n=) 
nx 
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o3 


1: h l 
: Е 
h50 (х+ h)" - x" Tg -1) 
" nx" 
m ыг 
(x+ h)n - x" 
li h | 
im = 
h0 mx"! Piae) 
nx? 
o 
1H 
r (x+ ۱۳ -х! тх"! 
IM T 
h—0 h ВЕ 
nx P 
S 
=— xn 
n 
с 
f'(x)= — xn 
مما سبق نجد أن مبرهنة القوة صحيحة لجمیع القوی الحقيقية صحيحة أو‎ 
بعد صحنها لقیم القوة غير القياسية. ویصبح على‎ Lad Cuni فياسية. وسوف‎ 
(p sand وجه‎ 


ذا х) = х aeR‏ فان 
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f'(x) f(x) 
1 2 1 
LAE — 
2 208 vx 
1 
e du E. 
3 3 x yx 
6x x? 
0 
4 1 
-lys- 2 Ж 5 = х 3 
3 3 xí Em 
و‎ -] 1 -1 
— Х کک‎ —=x 
х? X 


3- الاستمرارية وقابلية التفاضل 
سنبین هنا أنه ليس کل دالة f‏ قابلة للتفاضل عند کل قيمة لغ في نطاقها 
ad,‏ إذا كانت ۴ غير مستمرة عند а‏ فانها تکون غير Ab‏ للاشتقاق عند 
2 زد على ذلك أن كثير من الدوال المستمرة غير قابلة للتفاضل. ولبحث 
قابلية التفاضل علینا أن نبحث وجود أو عدم وجود النهاية؛ 

A f(x+h)- f(x) 

h‏ مجر 

من عدمه. ومن الناحية الهندسية نستطیع القول أن الدالة ۶ مستمرة عند 
نقطة على بيانها إن لم يكن هناك أي قفزة أو کسر عند هذه النقطة. آما إذا 
كانت بالإضافة إلى ذلك نفاضل فإن بيان f‏ يمر خلال النقطة بطريقة 
تدريجية ناعمة بدون أركان أو مماسات رأسية. شكل (75) يوضح بعض 
بيانات دوال في الحالات مختلفة. 
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غير مستمرة عند وغیر قابلة للفاضل 


شکل )75( 


على الرغم أن ليس کل :31 مستمرة تكون قابلة للتفاضل الا أنه على العکس 
کل دالة قابلة للتفاضل تکون مستمرة. 

مبرهنة: 

" إذا كانت 7 Aba‏ للتفاضل عند 3» فانها تکون مستمرة عند "а‏ 
البرهان. لنفرض f‏ قابلة للتفاضل. فان 


Р(а)= lim موجودة‎ 


f(x)- f(a) _ f(x)- fla) 


х а х-а 


ولکن 
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lim f(x)= lim f(a)+ " TE > 2) 


С 5 Ка)» f'(a) lim (x- a) 


xa 


بما 8 f'(a)‏ موجودة» 
lim f(x)= f(a)+ 0‏ 


xa 


+ مستمرة عند 2 انتهی البر هان. 
تعریف (قابلية التفاضل على فترة) 

" يقال للدالة f‏ آنها قابلة للتفاضل على فترة مغلقة [a,b]‏ لذا كانت f‏ قابلة 
للتفاضل على الفترة المفتوحة (a; b)‏ وکانت النهایتان» ۰7 ]موجودتان» حيث 


pu lim 46 ын бх) 1 - f(b-- h)— f(b) 


h‏ مجر 


تسمی 17 المشنقة الیمنی» .7 المشتقة الیسری انظر شکل )76( 


cà =‏ (الناب (Cusp‏ 
" يقال أن f)‏ )تم له "ناب " عند x=a‏ لذا كان f‏ مستمرة عند а‏ 
مستمرة وتحقق الشرطین: 

X— 2 lc Р(х) >œ -1 

2- مب Р(х)‏ عندما x— a‏ 
أو العکس —oo‏ لما +оо «хя‏ لما "ха‏ 
کالمثال الموضح في شکل )77( 
لاحظ أنه 13 كان Р(х) +оо‏ ۲ 

p(a, f(a)) 1 9 

عندما d Xa «xa‏ 
лэг‏ ناب y‏ انما فط ماين 
رأسي. 1 
а,‏ لو أن — f'(x)—‏ من 
оны‏ كما في الشكلي )78( 


f(x)» — ха 
F 


f(x 0ج‎ xoa 


شکل )78( 
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1- 
13 اتخذنا الدالة × = f(x)‏ نجد أن در wl f(x)-‏ 


2 
ç f X)——— 
(x) AIR 
lim f (x)= مه‎ 
x40 
lim f(x)» +o 
x0* 
كما‎ у=0 ›×=0 (لاحظ آنها مستمرة عند‎ x 20 الدالة لها ناب عند‎ 2, 
(79) في شکل‎ 
(79) شکل‎ 
AS | . а 


ДУ! فان المشنقة الأولى يرمز لها بأحد الرموز‎ у= f(x) كان‎ 13 
г(4) S © кх) D. y, D, f(x) 
dx dx 
` w. s dy 1 t » d 
y او = مشنقة‎ Dyy مؤثر تفاضلي وکل من‎ — + D, یسمی کل من‎ 
dx dx 


بالنسبة إلى × أو تفاضل y‏ بالنسبة إلى OX‏ 
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13 كان المراد حساب المشتقة عند ۾ =× مثلاء قد نکتب 


H ç iv M dü Duy. | «io fa) 4 
x=a X|x=a 5 


d 
فمثلا‎ 


E [x ۳ л bel. -3 


F u4? 1. = іои", 2 12813) - 24 


قد نحتاج إلى إيجاد مشنقة المشنقة» فنسمیها المشنقة الثانية أو التفاضل الثاني 
للدالة ۴ јанә‏ بالرمز Р"‏ 


( عدد صحیح موجب‎ 1 «n نستطيع الترمیز للمشتقة الاتية (رقم‎ (АА, 


fee me D) fD y A بالرموز‎ 
X 
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حیث n‏ رة لمشتقة nl casui, fU x)‏ سمیت المشتقات 
بالمشتقات_العلیا. فمثلا إذا كان 
f(x) 2 2x7?‏ 
فان 


f'(x)= = n 


f'(x)- ES x? 
9 
" 56 -2/3 
Pee 
(= 77x 


Р(х) =— < x 


me 209 ca 
243 


4- آسالیب التفاضل 
نورد في هذا الجزء بعض القواعد العامة التي تساهم في تبسیط عملية الاشتقاق. 


axe П‏ قیاسی فان: 


)1( مبرهنة‎ 
Tha faa (G) 5 
“(+ a9) 5 GrG9) (g0) = 


E 


انتهی برهان (ب) 


فش 
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7د -( تاد( 6> 
خر 15+ 8=( قرو + Mp‏ 
p -5ij- 8 1587‏ 


b -5L + × + /x—3x+33) 
x 
الحل:‎ 
bx -5x + X + /x—3x+33) 
x 
1 
= 8х5 -15x +2x+ 28 
24 x 
:(6) مثال‎ 
آوجد معادلة المماس لبیان الدالة‎ 
3 
у-2 432 -3/ (х 


عند (x21) А‏ 
الحل: 
-3x?‏ 20/3 دير 
دس 3 5 dy_4‏ 
dx 3 2‏ 
ميل المماس عند النقطة x=]‏ 
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¿yas معاذلة‎ 
у-и = n(x- x) 
y-C1)- (x1) 
бу-6-17х-17 
17х-6бу-23-0 


ميرهنة )2( : ( قاعدة حاصل ضرب دالتین ( 


8 ] (+ ax] o > 09 a) تک(‎ 


أي تفاضل حاصل الضرب = الأول x‏ تفاضل الثاني + الثاني x‏ تفاضل الأول. 
لبرهان: لنعتبر y= f(x) g(x)‏ 
ду. f(x+h) g(x+ h)- f(x) g(x)‏ 
ШП‏ = 


- e 

dX مجم‎ h 

= im f(x+ h) g(x4 h)- f(x+ h) g(x)+ f(x+ h) g(x)- f(x) g(x) 
h—0 h 

А lim Ha h) g(x+ H: g(x) Е 45) f(x+ ын f(x) 
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f(x+h)- f(x) 


h аг 
= іт f(x*h)lim gx* ) £(3) , im g(X)-lim 
h0 h0 h0 h0 


= fG) ضع +((«)ع)‎ (f(x) 
انتهی البرهان.‎ 


EE аа;‏ الكو 
Xi Yo‏ + ور رز = (an)‏ 


:)6( مثال‎ 
. dy/dx آوجد‎ у= (8 - 45) (х + х2 -11×+7( كانت‎ 13 
الحل:‎ 

dy (3 -432) (52х11) (82 -8x) (£ + 2 хт) 


diet 


= (5x! «2x* -118 - 2035 -8 + 44 ) 

۵ + 33- گر3 + ×3 + 

-8x* -8X + 88x? - 56x) 
= 5x! - 20x? 43x? - 34-52 3ب‎ +153х° — 56x 


مثال (7): 

آوجد نقط بیان المعادلة )2 у= Phe —3x4‏ التي يكون عندها المماس 
أفقياً أو رأسياً. 

الحل: 


-3x4 2)‏ 2[ تسر 1 +(3-×2) 3× كود 
dx 3‏ 
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Х2-3х-2 


зэ omae TTE S 
(2x 3)+ 325 
dy 3x2x-3)«- x! -3x42 
dy 7x -12х+2 
ed ЕРА ys 
dx 
7x! -12x42-20 
6+ 2 
X= 
7 
1 . dy . 
0 أكون الان ر اء لما ا آي عندما المقام یساوی‎ 
X 
X2 


ولما كان عند 0 ¿x=‏ 1 مستمر 65 ОЎ‏ یوجد مماس رأسي عند )0,0( 


مبرهنة 3: (قاعدة خارج القسمة) 
d | 2) _ g(x) £ (x)- f(x)g'(x)‏ 
d 403 (209‏ 
ونتذكرهاء مشتقة خارج القسمة هي المقام × تفاضل البسط ناقص البسط في 
تفاضل المقام مقسوماً على مربع المقام. 
البرهان 
у= бх) а(х) ааз‏ 
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f(x+h) f(x) 

dy үү ОЛ) s 
dX مجم‎ h 

5 7 g(x) f(x+ h)- f(x)g(x4 h) 

h450 h g(x+h)g(x) 
SOR g(x) f(x+ h)- g(x) f(x)+ g(x) f(x)- f(x)g(x h) 
h—0 h g(x^ h)g(x) 
үл LG) (|+ Alel n) a) 
h—>0 h g(x+ h)e(x) 
"i f(x4 h)- f(x). қ se h)- g(x) 

E: (eh) 0 

g(x) #(х)– f(x) g'(x) 

(а(х)? 
انتهی البرهان.‎ 

df 1 Е - g'(x) ЭС 

ах 809)” (а) на 
аг! 1 d 1 —2x 
suu Б) 

(7) مثال‎ 
l _ 3% مرو‎ +1 dy 


الحل: 
مدل 32- ^( dy (х2 +3122 -o J-‏ 
dx (2 yal‏ 

24x -18х* +36 -27x -12% +12x - Ax 


(32 i 
_ 12 -6x* «36x! - 27x! - Ax 


рх +3) 


-i 


dy — -l (o+ l J ET 
dx (+x) 24 x 
5 -1 
xli + х) 
:)8( مثال‎ 
y= = لبیان العلاقف‎ ×= 2 x=] آوجد معادلة المماس عند‎ 
х 
الحل:‎ 
dy (x-22)-2x(1) 
dx (x— 2) 
dy__ -4 
dx (x— 2) 
2(1) 
=- ха! 
4 1-2 Е 
yes 
dx, (1-2) 
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у-у = n(x- x) 
у+2=-4(х-1) 
у+2= -4х+4 
4+ у-2 = 0 


(202 _ 
۳ 
الدالة غير مستمرة عند 2 = X‏ وبالطبع لا یوجد مماس. لأنها غير Al‏ 


— +оо 


( قاعدة السلسلة‎ ) (4) д уа 


ОМ موجودان‎ E 2 وکلا من‎ и-д(х).« у= f(u) إذا كان‎ ' 
رك‎ _ 9۲.۳ Pugh) هو‎ у= f(g(x)) تفاضل الدالة لتركيية‎ 
dx du dx 
QU البر‎ 
dy ie f(g(x- h))- f(a(x)) 
im 
dX مجم‎ h 
X (2(х+ h))- f(g(x)) g(x+ h)- g(x) 
вэд  g(x+h)- а(х) h 
лабе в) REN) ебх) e0) 
1-»0 g(x+ h)- g(x) مجر‎ h 


g(x+h)— g(x) «h 0 عندما‎ 
іи‘ g(x-h)et«g(x)2 a بجعل‎ 
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ау. f(t- flu) . g(x+h)- g(x) 
= шп lim 
dX t>u t-u h—0 h 
= f'(u)g'(x) 
انتهی البرهان.‎ 
:)9( مثال‎ 
u=x - 2x «© уза 2 إذا كان‎ - ха) 
Х 
الحل:‎ 
du 3 i du _ LE 2-9 
dx 2 3 dx 
du 5 dy du 
dx du dx 
- < (2x—2) 
- مراد‎ -2x ^ (x-1) 
آن‎ ul 
pe لت‎ = h —2x 2 2x..2) 
- مراد‎ -2x 20-1) 
وعموما‎ 
u-g(x) . y=u" إذا كان‎ 
فإن‎ 
0 пи". g'(x) 
dx 
نکتب»‎ E 
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° шор = 0-4) 


dx 
E مثال‎ 
y= JX 4 2x- 7 ب-‎ уз (9 - 42 +6) (i. Z d 
الحل:‎ 


X= shx -4 +6) 38-83) ( 
Z- e +2х- 7[ ^ Qs 2) (o 


Е х-1 
1 4x: + 2-7 
)11( مثال‎ 
ORE وش‎ — due FOL 
. a,b,c,d توابت حقيقية‎ 
الحل:‎ 


4 
- (ax+ 0) ° ( 
- (ax Б) 6(сх+ d) (c)4- (cx4- 40 5(ах--БУ (8) 
= (ах+ b)' (cx+ dy l6c(ax-- b)+ 5a(cx+ а) 
= (ах+ by. (cx+ d) [(бса + d)x+ бер+ 5ad] 

= (ах+ by. (cx+ dy (11cax-- 669+ 5ad) 
يتذكر الطالب‎ c] المعامل التفاضلي. ومن المستحب‎ СА قد تسمی‎ Р(х) 


Р(х) = (ах+ Б) CX- df + (ex df (axe by 
х 
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تفاضل x"‏ في الحالات الخاصة n20 «n2-1 , n?‏ على النحو 
I‏ 


d 1‏ 
ب) تفاضل واحد على × = ناقص واحد على × تربیع 
d(l|) -1‏ 
E‏ 


ج) تفاضل المقدار الثابت = 0 


= × تفاضل جذر‎ (Í 


وبادخال قاعدة السلسلة نجد أن» 
d —] du‏ 
а)‏ م 
ах 24и dx‏ 


2( تفاضل واحد على دالة = ناقص واحد على مربع الدالة × تفاضل الدالة 


"d‏ ا 


مثال )12( 


d : 
E GN PNT, ЭС 
Х 


»- fie af + 
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الحل: 


ea 


4 ен eu. 


_ ST مراد‎ +۱[ -1 
ИР 


fer ear 


dy _ | =en- 


у-41-1-42 мин 
J0 

y- y, = n(x- x) 

у-42-0 


ага‏ 223 الور 
معادلة المماس 32 у=‏ وهو مستقیم یوازی 
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1 التفاصل الضمني: implicit differentiation‏ 
إذا كان у= f(x)‏ فان y‏ تسمي دالة صريحة في × وکذلك المعادلة 
y - f(x) -0‏ تعين نفس الدالة f‏ . 
فإذا كتبنا y-3x Y,‏ — تقول y‏ دالة صريحة في × 
المعادلة 0= 5+  xy-3x‏ تعین نفس الدالة f()-3x - Y,‏ 
لأننا لو عوضنا y= f(x)‏ نحصل علی: 
xx - 9-3 «5-0‏ 
3x -5-3x «520‏ 
0-0 
وهي متطابقة لأنها صحيحة مهما كانت X‏ 
ولکن في المعادلة 0 - 5+ ۰-3 نقول أن y‏ تتعين ضمنا من هذه 
المعادلة. أو أن y‏ هي Alla‏ ضمنية وبالطبع ليس في جمیع الأحوال يمكن 
تحویل الدالة المعرفة ضمنیا إلى دالة صريحة:؛ فمثلا» المعادلة: 
×2 = ر + y -2ycc | x:‏ 
تتضمن دالة ضمنية y‏ ولکن يصعب ایجاد y‏ کدالة صريحة في X‏ وهدفنا في 
هذا الجزء من aul‏ 3.4 هو 353 مشنقة الدالة الضمنية دون الحاجة إلى تحویلها 
لدالة صريحة و آحیانا ما تتضمن المعادلة آکثر من Alla‏ ضمنية فمثلا المعادلة: 
ух =6‏ 
يمكن تحویلها إلى دالتين صریحتین هما: 
x‏ - 16 مد у=‏ 
gx)--416-x | . f(x)=Jl6-X ца‏ 
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و لایجاد تفاضل دالة f‏ معرفة ضمنياء نستعمل طريقة تسمی التفاضل الضمني 
وفیها نفاضل كل as‏ من حدود المعادلة بالنسبة للمتغیر المستقل (x)‏ ثم نوجد 
dy‏ 

dx 

من الناتج مع ملاحظة آن: 


:)13( مثال‎ 
X +y -3 +50 =2у-х اذا کان:‎ 

تعرف دالة f‏ ضمنياء و f‏ قابلة للتفاضل آوجد f(x)‏ 
الحل: 
فاضل مباشرة بالنسبة إلى x‏ 

4x + 412 y-6y/+10x=2y-1 
إلى الطرف الأيسر وباقي الحدود إلى‎ y أنقل جمیع الحدود التي تحتوی‎ 
الطرف الأيمن:‎ 

3y y - 67-27 -»-1-10x- 4x 
, عاملا مشترکا‎ y خذ‎ 

y8y-6y-2)= [I+ 10x+ 45) 


(y آوجد‎ 
0+ 10x+4x) 415 
аг ЫГ 
4 
r(9)- -(1-10х-4х | 


3140) J -6f()-2 
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مثال14: 
او эх‏ معادلة المماس لبیان المعادلة: 
у +3у-4х = 5+1‏ 


х=1 А عند‎ 

الحل: 

TE CUNT 
3yy43y-8x-5 
y(4y + 3( 8x 

y= 2 У $350 2 y+- 

х-1 عند‎ 
y +3у-4=5+1 
y +3у-10= 0 
(y-2\y+5)=0 
y22« у= —5 


13 پو جد نقطتان x=1 КАМЕ‏ € هما: 
P(L-5) « Р(1,2)‏ 
асаа s‏ ۱ علي us‏ 


2850) رس‎ 8D 
وب ع‎ 1 40у-3 
_ 8 28 
НЬ" 79551735 


talea‏ المماسین عند P, P;‏ هما إذن: 
عند Pı‏ 


y- y = nix- x) 
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8 
t s 
y m ) 


3537-70 = 82-8 
6-357 + 62 = 0 


E- 
ی‎ E 
di T 


497уч-2395--8х-8 
8х+497у+2387 


مثال(15): 

أوجد النقطء الواقعة على بیان الدالة у= f(x)‏ والمعرفة ضمنیا بالمعادلة 
ex +۷ - 5‏ التي يكون عندها المماس موازي للمسنقیم 0= .Зх+4у+5‏ 
الحل: 
نوجد ميل المماس بالتفاضل مباشرة بالنسبة ل x‏ 


2x+2yy =0 
2уу--2х 
5 
y 


ومیل المستقیم: نوجده ولو بنفس الطريقة 
E‏ 312055 


4 
المماس // المستقيم عندما یتساوی المیلان» 
x 3‏ 
` 
4x .‏ 
«cel‏ 73 
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بالتعویض في معادلة 25= x+y‏ 


ss‏ كلا يوت 
9 
ور 25% 
9 
x -9‏ 
إذن x--3 e x=3‏ 
y=—4 ç y=4‏ 


المماسان عند ( 3,4(« ( 74 , 3-) یوازیا المستقيم المعلوم 


مثال (16): 
اذا كان 
-x =2‏ رل +ر +× 
آوجده ر a‏ المماس عند 0 =× 
dx =‏ 
الحل: 


فاضل الطرفين بالنسبة إلى: x‏ 


DV SK 
24 y -x42y4 y - x 42yy -2x-0 
yl y - + y)= x- узэх 

yog Y EX 

y+ Jy -x 

من معادلة المنحنی عندما ç x=0‏ 

0+ у+ у= 2 

у= 1 


ومیل المماس عند النقطة ( 0,1) هو 
d к=‏ 
19 = )0( -(70 = ما = 


[i-o 
iee 
2 
: معادلة المماس هي‎ 
у-у = níÍx— x) 
y-1- -z(x-0) 
x-2y-220 
مثال(17):‎ 
!! 4 | | 
У اوجد‎ y +3у-4х =5х+1 إذا كان‎ 
السل:‎ 
4y y +3 -12x = 5 
yay +3)=12 2 T 0 
12x +5 о) 


ü 4у +3 
ау 
ضر ار‎ y + yay; +3)= 24x 
yay +3) 24х-12у2у? 


yay EEE 2229]. 
ay E 


2 24x day 252 +5) 
hy +3[ ку +3) 
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بالتعویض عن y‏ من )2( 


مثال(18): 
إذا كان (x+ y) = xy‏ 


اثبت آن 


فاضل بالنسبة إلى × » 

2(x+ y) (+ y)= xy + y 

فاضل مرة ثانية 

(x+ y) (y)*2( y) (1+ y)= xy + y+ y 
2ху -2уу-21-у)у = xy +2 y 

Y Qx*2y- (+ 21+ y) - Л 0 


(хє2уу + 2/2 + y +1 -0 
ھار‎ Al انته‎ (x2 -2 -2--1-2-0 
لبر ل‎ cse ( » 2 dx dx 


2( المعادلات Parametric Equations :4 да) jul‏ 
في هذا الجزء من بند 2-4 نقدم طريقة جديدة لوصف المنحنیات المستوية 
باستعمال ما پسمی بالمعادلتین 0 54 ن للمنحنی. فاذا کانت Ala f‏ مستمرة 
فان (۴ )87 يسمى منحنی مستوی. والتعریف ХУ!‏ عمومية للمنحنی المستوی 

هو: 
المنحنی المستوی هو مجموعة C‏ من آزواج مرتبة (F(t), g(t))‏ بحیث f‏ 
و g‏ مستمرتان على فترة L‏ 
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шаш ха tas T‏ کا ي فط من مت م ف 
وبيان © في التعريف السابق یتکون من جمیع النقط P(t)=( f(t), g(t))‏ 
في المستوى Xy‏ لقيم 1 في الفترة /. 
TEELE‏ 

x= f(t), y=g(t), tel 
Ё يسميان المعادلتان البار امتریتان للمنحنی © بالبارامتر‎ 
ЧА تفا‎ Bats 
وللحصول على الصورة الديكارتية لمعادلة المنحنی + نحذف البارامتر ۶ من‎ 
. المعادلتین البار امتریتین‎ 


آو 
x= fe (y)‏ 
فمثلا 13 كان C‏ منحنی معادلته البارامتریتین هما 
x22t, у=Ё-1, -1<t<2‏ 
للحصول على شكل المنحنی دعنا نکون الجدول الاتي: 


1 1 3 
t | -1 |->] 0 z Бү2:12 
2 2 2 
x — | -1 | 0 1 2 3 4 
E RE 122515 12108 
4 4 4 


توقيع هذه النقط في المستوی الكارتيزي يؤدي إلى الشکل الواضح في شکل (84). 
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у= Ü - ;-1«tx2‏ 2 حير 


شکل )84( 


ولأتحاة'الشنؤىة الدیکار Е саха lie даа Aldea‏ من السادلشن: 
X :‏ 
بحل الأولى بالنسبة إلى 4 نجد t=‏ 


وبالتعويض في الثانية 


lg 

=— x –] 

7 

وهي معادلة من الدرجة الثانية سبق دراستها تمثل قطع مكافئ متماثل بالنسبة 


اذا آمکن الحصول على الصور: الديكارتية كان من السهل إذن إيجاد dy‏ 
dx‏ 


ولکن دورنا СУ!‏ الحصول على 2 بدون التحویل إلى الصورة الديكارتية 
X‏ 


التي يصعب غالبا الحصول Деде‏ مثل 
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х 2а! : b| -1 
о t 


2/3 2 


, ديو‎ 1+ t? - t 
«АЛАИ لذلك نورد المبرهنة‎ ХА, 


Х-1-1 


) مشنقة الدالة المعرفة بارامتریا‎ ( : АА уа 
لمنحنی آملس متصل‎ y= g(t) ¿x= F(t) المعادلتين البارامتریتین‎ ale 'إذا‎ 
هو‎ p(x y) للمنحنى عند‎ una فإن ميل‎ C 

X 


dy 
, dy /dt dx مي‎ 
d $^ ug. 


وقد اعتدنا استعمال الشرطة Prime‏ أي y‏ لترمز لك ولان نستعمل النقطة 


x 


۰ لترمزان إلى 9 للك على الترتيب . أي أن‎ k d y أي‎ dot 
X 


والبرهان يأتي مباشرة باستعمال Alla‏ الدالة » حيث 
dy dy dt ауа y‏ 
dx dt dx аха x‏ 
وللحصول على المشتقة الثانية » 
ye , dy/dt (y)‏ 


dx аха x 


ویجب ملاحظة آن » 
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مثال )19( 
إذا كان 9 هو منحنی ممثلاً بارامتریا علی النحو 
te R‏ ,== در х= б -3t,‏ 
|( أوجد معادلة المماس ل C‏ عند نقطة بارامترها 2 t=‏ 
ب) أوجد النقطة التي يوازى المماس عندها المحور X‏ أو المحور Sy‏ 
2 
ج) أوجد — 
ах?‏ 
(a‏ آوجد المعادلة الديكارتية للمنحنی -С‏ 


у= 22 -5×2-1=-7 › ×= 2° -30)- 2 La t — 2 ميل المماس عند‎ 
y- M = mx- х) › معادلة المماس‎ 
7جير‎ --2 )-2( 
x+9y+61=0 آي‎ 
у=? ب) بما آن‎ 
X 


— 1( المماس // المحور x‏ لما y=0‏ 2 


21-5 = 0 عند‎ 
t=5/2 

65 29 

Базе النقطة‎ 
E 2) сайны 
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ب2) المماس // y уу!‏ لما Х-0‏ أي 
20 3- 30 
t=+l‏ 
أي أن هناك نقطتان یکون عندها المماس رأسيا هم 
t=1=(-2,5)‏ « )14(25--( 
a‏ ار 
2 
урь b? -3]2)- Qr- sXer)‏ 
|82-3 
301+ 6-12 - 68 _ 
o? -17‏ 
301-6+ 6 — | 
)2-1 
5E 1050‏ 
42-1 
2-10#+ 2 - 
wi‏ 
3- 3 
د) نحاول حذف Ё‏ من المعادلنین » 


x 

۷-۳-5-1 i 
ё = ۷ + 5+1 
х= {у+ 51-2) 
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х= بيع‎ 50-2 
=ty+5(y+5t+1)—2t 
=ty+5y+25t+5-2t 
=ty+23t+5y+5 

> х-5у-5={у+23) 
íi nm 
y-4 23 
» y بالتعویض في معادلة‎ 


2 
y= x-5»y-5 22) x-5y-5 ЭРЧ | 
у- 23 y+23 
ومنها‎ 


(y+1) (y+23)' = (x-5y-5) (x-10y-120) yz 3‏ 
وهي المعادلة الديكارتية للمنحنی 
ХА,‏ )85( یوضح بیان المنحنی . 
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تمارین 2-4 


من )1( إلى (۰)20 بفرض أن المعادلة تعين دالة ALB‏ للتفاضل f‏ بحيث 


D cde ds) 
dx 


2x! +3 10 (1 
5x! -2y! = xy (2 

2x + X y+ y” = 5 (3 

5х2 42x y+ у? = 6 (4 

2x -3xy —4y”=0 (5 

× + x3 y! -2xy) + yx + x= 0 (6 
x? + yl 29 (7 

8( 216 ر + xP‏ 
9( 13 د رل +× 

х? + | xy-7 (10 
2x-4xy* y -6 1 
= 2 ID 

x-y 
2 
dps 
x42 
Үху-3 
دير‎ x! - y! +3ху (15 


(13 


X= 


(14 
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y +x 2y-4x-2=0 (16 
I X I = I 


У-у)? qs 

X فو يد‎ a° -4a° x = b? (19 
| | | 

х-у-1(20 


من )21( إلى )29( آوجد معادلة المماس و العمودي عند النقطة Р‏ 


P(-2,8) < ху-16-0 (21 
P(23) . x + A =i 3 
16 12 

Р(-13) ٠ y -4x =5 (23 
P(2,-3) . 2x -x y+y -1-0 (24 
P(23) . xy +3у=27 (25 
P(-23) . 5x - 4۶ - 56 (26 
P(23) ٠ مرو‎ - 4۶ =72 (27 
P(-24) ۰ 2-5-3 (28 
Р(2-4) . 3y -2x -40 (29 
مير‎ + y! +2ax+2by+c=0 اثبت أن معادلة المماس للدائرة‎ (30 


عند نقطة yi)‏ ,5( على محیطها هي 
y+ a(x + (+ b[ + y)+ c= 0‏ رز xx‏ 
сад (31‏ أن معادلة المماس للقطع الناقص 


a? 


,a»b»50 
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Хх У - 


2 هي‎ P(x, yi) Be 


a 
x y А ۱ T 
оре! اثبت أن معادلة المماس للقطع الز اند‎ (32 
"P. x ,ود)۳ هي‎ X) عند النقطة‎ 


33( اثبت أن إذا مر العمودي على القطع الناقص ( تمرين31) بمركز القطع 
)0:0( فإن القطع يكون دائرة . 


34( أوجد معادلة المماس لبيضة كاسينى » 


(2 2و + مر‎ aate = b 
P(2, 2] عند النقطة‎ b= 46 ۰ a= 2 عندما‎ 


35( أوجد معادلتي المماس والعمودي للمنحنی 0 х + y) —3axy=‏ 
عندما 2 = xe à‏ النقطة P(6,6)‏ 


(2-3| -2а ху تمرین )35( للمعادلة‎ 53 (36 
Р(11)« а= 42 ۰ 


آوجد النقط التي يوازي عندها المماس المسنقیم Oy < X‏ 


في التمارین من )37( إلى )42( آوجد معادلتي المماس والعمودي عند النقطة 
المعطاة: 

(-1 xu -2>1>2 ۰ دير‎ +1, y=ť -1 (37) 
(--1 x= —2<t<2., х-Г-1, دير‎ 6-1 (38) 
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(-2 хє. te R« دعر‎ 46-5 , у=21+3 (39) 
]< 64 عند‎ >» te R« x= | у= б? (40) 
t=4 хє t20. х=, y=3t+4 (41) 
y+ -yt=21 x +7 - 20-1 (42) 


عند 1-=) x,‏ ۰ 7 أكبر من 0 . 
(43) في التمارين من (37) إلى (41) أوجد الصورة الكارتيزية لمعادلة المنحنى. 
)44( أوجد النقطة على المنحنی у= 602-184 ‹ x=—f‏ 
یکون عندها ميل المماس (Í‏ 2 ب)0 
sx (45)‏ النقطة على المنحنى 1+ )=× . 3- у=50‏ 
يكون عندها ميل المماس (Í‏ 4 ب) ]- 


في التمارین من )46( إلى )48( آوجد نقط المنحنی C‏ التي يكون عندها 
المماس J Gd‏ راسیاً واوجد 0 Фу‏ شم آرسم بیان C‏ 

te R« x= dt | y= 4t-t (46) 

y-t (47)‏ , غ6- 36 حير .120 

te R« x-12t-t£ ,y-t^ —5t (48) 

[=r 23 


x= 2 » y= 
Ix Ї 317 


4yy «Ay? +9 =0 اثبت أن‎ 


)49( 13 كان C‏ هو المنحنی 


)50( اثبت أن > = ر واستخدم هذه الصيغة في ایجاد "ر 
X‏ 


للتمارین من )37( إلى )41( عند النقطة المعطاة . 
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الباب الرابع 
مشتقات الدوال المثلثية 


في هذا الباب سوف نفحص النهایات التي تحتوی على دوال مئلثية 
ومشتقات هذه الدوال وعندما نناقش نهاية تحتوی على نسبة مثلثية Са‏ 
АапӨ ¿cost «sin x‏ وهکذا سوف نفترض دائما أن المتغیر  t‏ أو 
Ө‏ هو زاوية مقاسة بالتقدیر الداثري. ولسوف الآن بعض مبرهنات الدوال 
PEAME X‏ 


بند 1-4 نهایات الدوال المتلئیة. 


1 مبرهنة‎ 
limcos0 =1 «lim sin@ = 0 
0—0 0—0 
البر هان‎ 


Р(соѕ0,ѕіп Ө) 
N 7 كما في شكل‎ U لنعتبر دائرة الوحدة‎ 
/ xl C0  يسايقلا والزاوية 0 وضعها‎ (86) 
A(L0)*  روحملاو‎ ОР المحصورة بين الراسم‎ 
Ui عکس‎ X عندما ندور من‎ Аз фа X 


U دائرة الوحدة‎ ES NS 
(86) شکل‎ 
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ومن تعریف الجیب وجيب التمام 
المقابل المجا 
جاور 7 
( الجيب = > و cus‏ )= نتح از 
55 2 و بت e‏ ۲ 20-43 
Ая‏ الوتر 
المقابل = الوتر جا 6- جا 6 أيْ 810 
والمجاور = الوتر جتا 6- جتا 6 (cos0 ¿Í‏ نجد أن إحداثي النقطة ٣‏ هما 
(cos0,sin0)‏ ويتضح أن إذا 0 ج 0 فان 0 ج 51010 з‏ 1ج cos0‏ 
ولبرهان النهایتپن» نقول 13 کان 0«0«7 فان AP‏ > 7/2 > 0 حيث 


MP‏ طول القطعة المسنقيمة АР ‹РМ‏ طول القوس الداثري من А‏ إلى 


Р 
من تعریف الزاوية بالتقدیر الداثري»‎ 
ш сонин كول‎ 
نصف القطر‎ 
AP 
We 


AP =0 A 

O<sn0<0 

یتبع من مبرهنة السندوتش (الانحصار) أن 
لما 0—0. 0> 05100 2 


Hm sin0 = 0 
040 


وهو أول مطلوب» كذلك 


lim cos0 = lim V1—sin? 0 


00 00 
-41-0-1 


انتهی البرهان. 
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البرهان 
بالرجوع إلى شكل )87( حيث U‏ 
هي دائرة الوحدة» وبفحص المثلث 
a ОАО‏ 


oA 1‏ 
ОА - 0‏ >= 
саал‏ 
МР = 51 0‏ شکل )87( 
ونلاحظ من ex‏ 
مساحة المتلث AQQ‏ > مساحة لقطاع РОА‏ > مساحة № AOP‏ 
ولکن من هندسة الشكل» 


۸۸0۳ = 0۸۳ PM = > (ino) - sinê 


AAOP = 0۸ ۸0 - > (tano) = > tanê 


a +510 #0 إذن‎ 
2 соѕӨ 
1< 2 ! 
sinô 060 
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| < > coso 


соз > <1 آو‎ 


وحيث أن 1= 090 Jim‏ فان عندما 0 ج 6 


040 
ie sin 0 ET 
sin 0 P 
lim == =! اي ان‎ 
040 0 
انتهى البرهان‎ 
)3( مبرهنة‎ 
البرهان‎ 
1-cos0 3 (I—cos0) )]+ 0 
lim - Jim Í ۳ ) 
6-0 0 6-0 0 )1 + cos6) 
-i 1— cos? 0 
91. ۵01+ cos0) 
=]; sin? 0 
91 0۵01+ 0050( 
-q sinÓ . sin 0 
21 0 EEO 
zi eg 
1+1 


مثال )1( 


: آوجد النهایات الاتية‎ 
tan 0 sin 50 
lim (2 lim (1 
0-0 40 0-0 20 
. l-ecosx . 2Ax-3-3cosx 
lim (4 lim (3 
0—0 х? х-»0 4х 
الحل:‎ 
ii 5156  . 5 ѕіп(50) 1 
im = 0 = 
0+0 20 0502 (50) 
و3‎ sin 50 
—— 0 
259,0 50 
ze 
2 2 
li ta0 1 5210 1 (2 
тне 40 9220 Ө 0 
1 1 1 
=—x]x—=— 
4 4 4 
. 2x-3-3cosx 1 ب‎ 3(1 - cos x 
lim - )م‎ (3 
х0 4х 4 مج‎ x 
- 2)0+3*0( 2 
I Ї-С08Х |. (1-со8ХД1--со8х) . 1— cos? х 4 
0-50 3 0-30 x (1 + cos x) 0-50 х (1 + cos x) 
. sin? x 
= lim 
0-»0 x )1 + cos x) 
аза 
1+1 2 
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مثال )4( as j‏ النهایات 


0? sin . COS x 
im — (2 lim (! 
0+0 sin 0 л Х-л/2 
Ко. 
Т XCSC X (4 5 х2 + 2cos x ( 
INT ۱۱۱۱ لج‎ 
x0 x^ 41 x0 х2 +1 
الحل:‎ 
t—0< x—— ‹ x—-—=t بوضع‎ (1 
إذن»‎ X=Í+— «¢ 
Л 
cos| t+ — 
COSX .. | 3 
lim -lim کک‎ 
xo хи ۷ t 
2 2 


۱ 7 : 7 ۳ л 
في‎ RE ولکن‎ sint زاویتها منسوبة إلى 2 تتحول إلى‎ 203 
سالب‎ cosh الربع الثاني‎ 


7 ۲ 
5 cod t+ z) — —siní 
2 


Я -snt 
А) = lim ee 
t— 0 
3 Sus 
. 0'tanO ب‎ 0^ sinO 
lim + = يوز‎ (2 
050 sin 0 050sin 00 


03 


IM. م م3‎ 
0-0 sin” Ө 0 
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lim 
x0 
lim 
x0 
lim 
х0 


Е sin 0 д0 сов 


pog 
1 
x +2соѕх 0O+2(I 
lim = UNE (3 
x30. X 4d 0+1 
Р 1 
lim XCSCX _ R sin x (4 
25:0 X +1 x0 х2 +1 
=] 
(5) مثال‎ 
. sin I4 x — J/1— x) 
lim آوجد‎ 
x0 X 
الحل:‎ 


x) 0‏ -1/- + لماص 


غير Алал‏ = 
( غير معينة ) 0 


sin(V14 х1 x) (1+ x- ال‎ x) 


зше) [iat has) 


(1+ x 1 x) bus x 
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النهاية الأولى نجد أن بوضع 
и-414-Х-41-хХ‏ 


فان 
Hm u=0‏ 
х0‏ 
أيْ 0 ج × تؤدي إلى 0 1 
sinu‏ 
lim ——-1‏ 
и-»0 u‏ 


والنهاية الثانیق نضرب في المرافق؛ 
Лу ТАЕ x‏ 


lim x (l+ x+. I] =x 

zm (1-- x)- )1- x) 2x 

x1 x- TE - x-»0 x1 x- Te x) 
2 2 


EMIT 
. sin( I4 x— J1- x) 
lim 


x0 X 


22151541 o3 
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تمارین )1-4( 


في التمارین من )1( إلى )38( $ as‏ النهاية إذا كانت موجودة. 


. Sin x 
Hm, 2 
х0 x 


. 2t-«sin2t 
و[‎ 
t—0 t 
. ]-cos3t 
ور[‎ 
1—0 t 
х2 +1 
i بت سس‎ 
Т sin? 4x 
IM 5 4 
pev EK 


4u +3usin u 


lim 2 
u—0 u 


XCOS X— х? 


lim 
00 2х 
sin f 


im 
لمجم‎ 1 + cost 


x0 X 


lim tcot t 
1—0 


0-0 tan? 0 
3cos-3 


00 02 


sin tsin 7t 


im 
t0 costtan 141 


. Sin Jx 
lim = 


x0 X 


(11) 


1—-2x? - 2cos x+ cos x (13) 


lim Е: 


cost 


1M 5 
201-50 Ё 
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(15) 


(17) 


(19) 


limn? csen? (22) 
10 
: E 
lim xsin( Z) (24) 
хоо X 
sin x 
lim (26) 
хэл KT 
1-со8(х-1) 
lim 28 
x——1 Х2-3х-2 (28) 
سس‎ (30) 
x— 0 SIn X 
59 А 
5102 x-«sin2x 
lim (32) 
x0 X 
. 3x +1 — cos? X 
lim 3 )34( 
x0 sin x 
cos x- 1 
lim 5 (36) 
x>0 2x 
lim x(csc x- 1) (38) 
x0 
cos(zx) 
2x-3 
f(x)» 2 


csc3x 


sin{ Z (2x-3)] РЕТ 


2х-3 


21 
Ш 7 х ( 
Л 
cof x7) 
سح و۳[‎ )23( 
x0 X 
sin(3x- 2) 
: 25 
lim 6x-4 ( 
Х-»- 
3 
sinlx —~5x+ 6 
lim | | (27) 
x2 x?-2x 
. /داماة‎ 2-2-1 
lim ) (29) 
x—3 (x—3) 
х2 «sin? x 
11 m (31) 
x>0 4tan x 
. 2cosx+3x-2 
lim (33) 
x0 5x 
. 2sin x 
lim (35) 
x—0 | — cos x 
sec x- 1 
im (37) 
x0 х? 
,х<3/2 
“ХЭ 012 (39) 
.x= 7. عند النقطة‎ 
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بند 2-4 : تفاضل الدوال المثلثية 

الآن نستطيع إنشاء المعادلات الخاصة بتفاضل الدوال ДАКА)‏ حيث 
نحتاج زيادة على مبرهنات البند السابق أن نسترجم بعض المعطیات المثلثية 
الهامة. ومن المتطابقات التي استخدمناها في البند السابق مجموعات هما. 


sin x "E 
المجمو عه الاولی:‎ 


۰ tan x= 
tan x COS X 


« cot دع‎ 


csc x= — «Sec x= 


sin x COS X 
1-+ќап2 х= sec? x, :А والمجموعة‎ 
1+ cot x= csc? x : 

ونضیف الآن متطابقات الزاوية المركبة من مجموع أو فرق بين )0339 

sin( A+ В) = sin Acos В+ cos Asin В المجموعة الثالثة:‎ 
)وم‎ A+ B)= cos Acos B+ sin Asin В 


tan( A B)- 20 А+ tan В 
1+ tan Atan B 
نحصل على‎ © = B= ۸ وبوضع‎ 
sin 20 = 2sin 0 0 المجموعة الر ابعة:‎ 
cos 20 = cos? 0 —sin2 0 
соѕ20 = 2cos? 0 -1 5 
cos 20 —1—sin? 0 4 


ویمکن ЗАХ‏ المتطابقة الاخبرتین في صورتين هامتین 
sin” 0 = 4 —cos20) ۰ cos” 0 = 208 соѕ20)‏ 


وسوف نبرهن الآن في المبرهنة الاتية 
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مبرهنة : ( مشتقات الدوال المثلثية ( 


— (sin x) =COSX , in (sec x) — sec xtan x, 
dx dx 


m (cos x) --8ШХ |, х (csc x) = — CSC xcot x, 
d dx 


: «(со x) —— csc?x, 


x 
البر هان‎ 
من التعریف‎ 
(014 f(x h)- f(x) 
مجر‎ h 
S M НЫ sin(x+ h)—sin x 
dx مجر‎ h 
. Sin xcosh+ cos xsinh- sin x 
= lim 
مجم‎ h 
. Sin x(cosh-1)+ cos xsinh 
шү سح‎ 
h—0 h 
. . (cosh-1) sinh 
= lim 510 X -— — + cos x —— 
ابر‎ 


. . Cos . Sinh 
= Sin Х| + cos X]im —— 
مجر[‎ h—0 
—sin x: 0 + cos x:] 
— (sin x)= cos x c 
dx 
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وبنفس الطريقة» 
cos(x+ h)— cos x‏ 


d . 
— (cos x) = lim 
dx h—0 h 

cos xcosh-- sin xsinh— cos x 


h‏ مجم 
ЕЗ‏ | ==[ . 
lim cos x% ———— |- Sin Х| ——‏ = 
h>0 h h‏ 
cosh-1 . Sinh‏ . . 
X]im ——— + cos X]im ——‏ 8110 = 
h—0‏ مجر[ 
cos x(0)— sin x(1)‏ = 
o3‏ 
d‏ 
(cos x) = —sin x‏ 73 
x‏ 
وكذلك 
d (sin x‏ 0 
Е‏ 
cos x(cos x)— sin x(sin х)‏ _ 
cos? x‏ 
Ш cos? x+ sin? x _ 1‏ 
cos? x cos? x‏ 
sec? x‏ = 
o3‏ 


d 
“(tan x)= —sec2 x 
X 

و لایجاد مشنقة قاطع الزاويةء نکتب уў‏ 


sec x= 
COS X 
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o3 


= .(—sin x) 
COS” X 
sin x 


cos? X 


1 sin x 


COS X cos? X 


o3 
E (sec x) — sec xtan x 
x 
وبنفس الطريقة‎ 
dí 1 -1 
— (csc x)= - رس‎ COS 
dx dx\ sinx) sin” x 
х ] cosx 
Sin x sin x 
=—CSC X cotx 
وکذلك‎ 
d Ста а ] соѕх | sin x(— sin х) - cos x: cos x 
x dx sin х sin? x 
sin? x+ cos? ۱ -1 2 
= 255 =— = - 0807 x 
Sin” x sin^ x 
انتهی البرهان.‎ 
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_ cos „х ۱ dy E. 
[ + sin x dx 

الحل: 

dy _ (1 + sin 95 (cos 4х)- (1-- sin 95 (cos Jx) 

dx )1 + sin xy. 

I (1-- sin 1 sin x: A -cos V x[cos x] 
(1-- sin x) 
sindx sin xsin Vx 
- 3E - 2m — COSA XCOS X 
)1+ sin хр 
22 [sin x+sin xsin لد‎ X + لد‎ xcos4/ x cos x) 
24 x(1-- sin х) 
(7) مثال‎ 
у= sec x(1 + tan x) AE: آوجد‎ 
dx 

الحل: 

а СЕЕ 1 1 + tan x:sec xtan x 

dx 2414- tan х 

= = (sec? x+ 2(1 + tan x)tan x) 
_ Sec xl +2tan x+3tan? x) 
5 241+ tan x 
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y= sin(xcos لا‎ + sin xcos хіапх «| — xj 


ё = cos(xcos x) )- sin (+ cos х] 
x 

+ sin xcos x+ xcos хсов x+ xsin x(—sin x))+ sec? 6 ) 2x 
цан (cos x— xsin x)cos(xcos x)+ ممم‎ x—sin? x) 
X 


+ Sin و260‎ X+ 2 xsec? xx!) 


مثال )9( 


ис 71۲] x+ yng إذا كان‎ 
2۱ y+ xsin y 


(Z.z) 52422 оа 
2 2 

الحل: 

كد ل айна ла bonis‏ للحا عن 


y + yxsin y= + ysin y) , y+ xsin yz 0 


х+0, у+0 أي‎ 
(X «diat o 


2 yy + y х8ш y+ ysin y+ ухсоѕ y: y = AG y sin x+ ycos x) 
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ZE y+ xsin y+ 5 بر‎ sin 1 
7 : 
= ris ycos x)— ysin y 


20 + усоѕ х)уѕіп у 


y= 


! mT. 
2 y+ xsin y+ xycos y— jm x 


Л 
J ومعادلته»‎ x المماس يوازي المحور‎ 8 
)10( مثال‎ 
d° Я 
- ç 2 эх 
X 0-2 ل‎ 
5 
x-0-sinü «< y=02+2cos0 
الحل:‎ 
x=]—cos0 : у-20-28ш0 
xX = sin O , y=2+2cos0 
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(yy _ 2 —cos0)1—cos0)—(0 —sin0)sin0 


(1— cos? 
b (1— cos)? —sin0(0 —sin0) 
07 =2 (1—cos8 
مر‎ 
эн )1- соѕ0)? –ѕіпӨ(0 —sin0) 
diis (1— 6090 ( 
0-07-42 -1) 
y Жэн 1-0) 
jc 
2 2 
l 
-4-7 
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تمارین )3-2( 


:)53( المشنقة الأولى في التمارین من )1( إلى‎ as jl 
f(x)= 4005 x (1 

H(t)- 7tant (2 

G(v)= 5vesc v (3 

f(x) xsin x (4 

f(x)» x- х? cos x (5 

yx)» х? — xsin x (6 

( 


f x)- sin x 


1- 2: 
t)- 
کا‎ 
e(t)= ۳ sin t (9 


(8 


( 
u(0)= 20 согд -0^tanO (11 

( 

( 


R(a)= За? seca —a tana 12 
]—cosx 

' E 

cos 

d‏ درم 

g(x)- لل‎ (15 
sin xtan x 

Ku)- ———- (6 
cosucotu 
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8(х)-(х-с8сх)согх (17 
k(9)— (sin ó + cos $ Y (18 


tan г 
flr)= 19 
( ) lir ( 


1+ 0 
k(0)= 


21 
sect 


H(x) (cot x+ csc Psi x- sin x) 2 
f(z)- 1+ sec z 


е 
H(0)= cos 530 (24 


( 

( 

( 

( 
(x)=sin 49 ۱ (25 

2(2 = 5ес(22+1)? ( 
k(t)= csek? +4) (27 

( 

( 

( 

( 

( 

( 


x)= cot? - 2x) 28 

x) = tano? 3) 29 

f(x)= be) cos is 30 
8(0)- tan” бо (31 

Е(х) = esc 2286 (32 


M(t)= 26 3 33 
У(х)- x сог3х (34 
f(x)= xcsc[> | (35 
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h(0)= tan? د‎ 6 ) 
H(u)= u^ sec? 4u ( 

N(x) = (sin 5x— cos 5x) (38 
f(x)= cot? (2x41) ( 
g(x)- sin n(2x43)* ( 
( 


f(x)- cos4x 


1 - ماد‎ 4x 
f(x) = (ап? 3x— sec? 3x ( 
Ңф)= (tan29 – ѕес2ф) ( 
f(x) = sin N x + Asin x ( 
f(x)-tan3/3-8x (45 
( 
( 


r(t)= Vsin2t—cos2t 
hlo) _ cot 40 
ф? +4 


g(x)- Nx. +1 tan Vx +1 


М(х) = sec x + 4х-1 | 

h(x)= 14+ “عو‎ 3x ( 
f(t)- sin? 2t/cos2t (51 

( 

( 


y(x) = 3+ sin 3x 

f(x)- sin? Ах 
© sd (61) من )4 إلى‎ 
dx 


sin? 3y- х+ y-1 (54 
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x= sin( xy) 55 


( 
y-csc(xy) (56 
y +1 - x°sec y (57 
P = xcos y (58 
| (59 
x + sin y- mm 1 (60 
( 


cos4/ y— 4x-2y (61 


62( أوجد معادلة المماس والعمودي للمنحنی 
4y* + Ax- x^ sin 7-4-0‏ عند النقطة Р(1,0)‏ 


2 | £ £ . 
y- d ق‎ у= siny إذا كان‎ (63 
1- x cos y 
dy , 
27.2) u=x .y-usinu إذا كان‎ (64 
dx 


65( ذا كان 27 >< > 0 , f(x)2cos2x-2cosx‏ 
as j‏ النقط التي عندها المماس أفقيا. 


2 4 
— أن وم‎ cdi y= tan? 4х إذا كان‎ (66 


f(x)=secx ( 
f(x)= csc x+ cot x ب)‎ 


as j (68‏ النقط التي يكون عندها مماس f)‏ )97 أفقيا 


f(x)=cosx+sin x , 0 > > 27 (Î 
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EON 


f(x)» cos x- sinx , 0 > xx 2z ب)‎ 
Ех) = csc x sec x , 0«x«7 (— 


f(x)- 2sec x- tan x , = SE ( د‎ 


Ех) = x+ 2cos x (a 
f(x)= x+sin x ( و‎ 
dpi xe C آوجد معادلة المماس والعمودي علی‎ (69 


х= 251۳1 , у= 360051 , 0 > > ( 


: X-cost-2 , y=sint+3, 0<1<2л (ч 


x-2cos t, y=sin2t , >> (— 


y-tsint , teR (°‏ , 0051 -] دير 
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)0 الخامسن 
الجدود القصوی للدوال 


Extreme of functions () s! 1) بند 1—5: الحدود‎ 

13 كان شكل )88( يمثل كمية فيزيائية y‏ مثل درجة الحرارة أو مقاومة كهربية 
أو ضغط الدم أو مقدار مادة كيميائية في محلول أو غیرهم وتغیرها مع الزمن 
× . في الفترة [a,b]‏ 


شکل )88( 


یتضح من الشکل أن y‏ تتزايد في الفترات [c4. es] «о, с] [a]‏ 
ومتناقصة خلال الفترات [с;, сс] [63,04] а, о]‏ وثابتة في الفترة 
212( 
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وهذه التزایدات و التناقصات تحدث في جميع الدوال. وفیما يلي نعطي تعریفا 
EEA PETES ааа‏ 


تعریف: ' إذا كان f‏ دالة معرفة على ¿I š‏ 1ء ود сале‏ في 1 
فان : 


أ- f‏ نزايدية على 1 لذا كان f(x (> f(x.)‏ عندما ود > . 
ج f‏ ثابتة على 1 لذا كان f(x)‏ =( ×)۴ لكل ود» o‏ 


وشکل )89( يوضح بیان التعریف السابق. حیث نری في شکل )1-89( أن 
الدالة المتزايدة بیانها صاعدا كلما زادت ‏ . 

وفي شکل (89-ب) أن الدالة المتناقصة وبیانها هابطا كلما زادت ‏ . 

Li‏ شکل (89-ج) فالدالة ثابتة وبیانها مسنقیم آفقي. 


أ- دالة متزايدة المنحنى صاعد ج- دالة ثابتة مسنقیم أفقي 
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13 رجعنا لشكل )88( ورکزنا على الفترة | ,© 01[ نجد أن الكمية الفيزيائية 
y‏ تبلغ آکبر قيمة لها ile)‏ عظمی) عند Сз‏ وأصغر قيمة لها (نهاية صغری) 
عند وه . كما توجد Ай‏ کبری وقیم صغری مختلفة في الفترات الأخرى. وإذا 
اعتبرنا الفترة [a,b]‏ بکاملها نجد أن النهاية العظمی تحدث Cs xe‏ . و النهاية 
الصغری عند 2. ولذلك نعرف النهاية العظمی و النهاية الصغری لدالة f‏ 
على النحو التالي 


تعریف: إذا كان illa f‏ معرفة على مجموعة S8‏ من الأعداد الحقيقية» © axe‏ 


في 2S‏ 
أ- Fle)‏ تکون نهاية عظمی ل۴ على 3S‏ كان f(c)> f(x)‏ لكل х‏ 


TO 
لکل‎ f(c)< f(x) نهاية صغری ل٤ على 5.ءإذا كان‎ oS f(c) ب-‎ 
. 5 في‎ × 


وشکل )90( یوضح النهاية العظمی و النهاية الصغری لبعض JS‏ منحنیات 
الدوال. ویلاحظ من (Ка!‏ أنه في الفترة S‏ 

یکون لكل منحنی نهاية عظمی أو نهاية صغری j f(c)‏ کلاهماء S‏ ع 0. 
ола з‏ القیم القصوی (عظمی أو صغری) قد تحدث عند نقطتي نهاية الفترة أي 
عند a‏ أو 5. 3 كان ile fle)‏ عظمی نقول أن f‏ تأخذ ile‏ عظمی 
عند 6 . و النقطة (c, f(c))‏ هي أعلى نقطة على المنحنی. 

إذا كان Ae Ёс)‏ صغری نقول أن f‏ تأخذ نهایتها عظمی عند ©. 
والنقطة (с, f(c))‏ هي أوطى نقطة على .gr(f)‏ أحیانا نسمي النهایات 
العظمی و الصغری بالقیم القصوی. 

القيمتان العظمی والصغری АМЫ‏ ۶ في نطاقها تسميان القیمتان العظمی 
والصغری المطلفتان. 
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X=C عند‎ ffo) نهاية عظمى‎ xelap) = f(c) к 


نهاية صفری I ша x=b= f(b)‏ نهاية صفری f(b)‏ عد < ور 


نهاية صغری f(c)‏ عند хє(0,8)‏ 
Wi‏ | نهاية صغرى f(c)‏ عند X=C‏ 
x=b = F(b) „= M‏ لا یوجد نهاية عظمی 


b NEP 
х=а عند‎ ffa) نهاية عظمى : لايوجد نهاية عظمى‎ 
نهاية صغرى : لايوجد‎ x-bs (b) = 0 نهية صغرى‎ 


(КА‏ )90( القيم القصوی 
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مثال (1): 
اوجد القیمتان العظمی و الصغری للدالة f‏ في الفترتین )1,3( = «S,‏ 
Ё-9-хХ us S -]-3,2(‏ 


شکل )91( یوضح بیان الدالة في كل من الفترتین. نجد أن في الفترة )1,3( 
لا يوجد أي عدد C‏ في الفترة (1,3) یکون عنده f(c)‏ نهاية عظمی أو 
ХАДАМ z‏ (91-ب) نجد أن أعلى نقطة هي )0.9( ویوجد عدد 
с=0‏ نکون عنده الدالة f(0)=9‏ هي ЗАА)‏ العظمی. كما یوجد عدد 
о c=—3‏ عنده 0 -(3-)72 هي القيمة الصغری. 

ونستطیع القول أن أي دالة ۶ إذا كانت مستمرة في الفترة المغلفة [ab]‏ 
فإنها تأخذ قيمة صغرى وقيمة عظمی على الأقل مرة واحدة في [a,b]‏ لأنه 
إذا كان f(b) « fla)‏ قيمتين معرفتين فإنه حتى ولو لم يكن هناك عدد C‏ 
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في (a,b)‏ تكون عنده Fo)‏ قصوی فإن ҚЫ). а)‏ ستمثلان القيمة 
العظمی والقيمة الصغری. ففي شکل )92( تمثبلا بيانياً للدالة .2 f(x)-‏ 
في الفترات [1,2-]» )4-12 [1,2-). | 

ویوضح القيمة العظمی والصغری في لفترة ]12-[ аж‏ --)2( 
صغری» 2 )1-1 عظمی. 

وفي الفترة (1,2-] القيمة العظمی هي --) -)۴ ولا یوجد صغری. 


Ааа (—1,2] АМ‏ الصغری هي 2( ولا یوجد عظمی. 


تعریف: إذا كان © axe‏ في SUS‏ الدالة 1 » 

Fo) (‏ تكون نهاية عظمی محلية ل f‏ إذا كان هناك عدد ۵ بحيث 
f)‏ >(« لكل × في (a,b)‏ أي في نطاق f‏ . 

ب) f(c)‏ تكون نهاية صغرى محلية ل f‏ إذا كان هناك عدد C‏ بحيث 
f(x) Ао)‏ لكل x‏ في )4.8( أي في Aia‏ 
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وشکل )93( یوضح النهاية العظمی المطلقة عند ,6 أي fla)‏ مع وجود 
نهایات عظمی محلية آخری f(cc) ۰ f(cs) ۰ f(cs)‏ ۰ و النهاية الصغرى 
المطلقة عند به أي Fleg)‏ رغم وجود النهایات صغری محلية آخری 
f(es) ۰ сэ)‏ . 


شکل )93( 


وعندما نقول النهاية العظمی أو النهاية الصغری دون ذکر محلية أو مطلقة 
إنما نقصد النهاية العظمی المطلقة ,روم والنهاية الصغرى المطلقة زم . 
ویلاحظ أن النقط المناظرة للقیم القصوی المحلية يكون عندها LJ‏ المماس أفقيا 
أو أن عندها ركن (ناب). أي أن الاحدائي ‏ عند هذه النقط UJ‏ المشتقة 


تساوي 0 أو غير موجودة. وهنا نورد مبرهنتين: 
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Lj 44а قصوی محلية عند 6 في فترة مفتوحةء‎ ЗАА f للدالة‎ ОХУ 
غير مو جودد.‎ f'(c) P 1) )-0 


وینتج مباشرة أن» 
إذا كان f(c)‏ موجودة» 0+ f'(c)‏ فان f(c)‏ ليست قيمة قصوی. 


مبرهنة (2): 

إذا كانت f‏ دالة مستمرة على فترة مغلقة b]‏ ,2] ولها نهاية عظمی 
j‏ صغرى عند C‏ في الفترة المفتوحة e(a, Б)‏ فانه: 

ما Ё(с)-0‏ أو Р(с)‏ غير موجودة. 


تعریف: بسمی العدد ۰6 في نطاق f Ala‏ » عددا حرجا ل 1 


إذا كان f'(c)=0‏ أو Р(с)‏ غير موجودة. 


ولإيجاد القيم القصوى لدالة مستمرة f‏ نتبع الخطوات الآتية: 

as d -1‏ جميع القيم الحرجة ل f‏ في (a,b)‏ 

2- احسب f(e)‏ لكل © أوجدتها في (1). 

3- احسب القيم الحدية f(b) « f(a)‏ . 

4- النهايتان العظمى والصغرى ل ۶ على [a,b]‏ هما القيمتان الأكبر 
والأصغر لقيم الدالة المحسوبة في )2( (3). 
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مثال (2): 
اوجد القیمتان العظمی و الصغری للدالة ¿Í‏ 
f(x)=2x - 54x , -4 > 2> 5‏ 
الصل 
نبدأ بإيجاد القیم الحرجة فنوجد e f'(x)‏ 
f'(x)=6x -4‏ 
-e( -9)‏ 
-6(х-3Хх-3)‏ 
بما أن Р(х)‏ کثیر حدود موجود لكل R‏ > × فان القیم الحرجة هي فقط 
التي f(x)20 Je‏ . أي 3- و 3. 
ولما — f‏ على ]745[ ينتج أن АА!‏ العظمی والصغری هي من بين 
f(5) ‹ f(3) ‹ f(-3) . f(—4)‏ وهی 


فنجد أن النهاية العظمی هي f(—3)=108‏ عند القيمة الحرجة X2-3‏ 
والنهاية الصغری هي f(3)=-108‏ عند القيمة الحرجة 3< ۸ . 
شکل )94( یوضح gr( f)‏ . 
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:(3) МА 


2 
إذا كان» (х) -3-2(х-2)3‏ ۰ آوجد النهایتین العظمی والصغری على 
الفترة [0,10] ووضح بیان الدالة. 
لصل 


0 عند (2 <۲). نجد أن» 

(قيمة موجبة أو صفر) +3 f(x)=‏ 
أي أن f(x)23‏ وما عدا f(x)>3 (2 x=2‏ نسننتج أن القيمة الصغرى 
للدالة f‏ هي 3-)1(2 ومشتقة ۶ هي 


1 
r()-5(-2)5 — — e S 


3(x-2) 3 
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[0,10] في الفترة‎ x= 2 الحرجة الوحيدة هي‎ АЯ СА 
والقیم الحديةء‎ 
2 
1)0(- 3+ 2)-2(5 
-3423/4 
& 6.45 
2 
f(10)23-2(10—2)5 
2 
-342(8) 
211 
ous f(2)=3 الدالة لها نهاية عظمی 11 -(2)10 ونهاية صغرى‎ ... 
.)95( الدالة موضح في شکل‎ 


y 
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lim Р(х) = مه‎ 
x2 
lim f'(x)= +оо 
x2 


ولما كانت f‏ مستمرة عند 2 = ×» ينتج أن المنحنی له ناب عند )2,3(. 


:(4) МА 
» # القیم الحرجة للدالة‎ ху 

f(x)= (x+ Sy 3 x-4 
الخ‎ 


FG)e GSP + (x-4 TY 


Р 


3(x-4) з 
(х+ 5x4 5+ 6(x— 4)] 


Ë deu 
2 (х-5)17х-19) 


2 
3(x- 4) 
| 19 | 57 
غير موجودة‎ Р(х) x= (X——5 عند‎ f'(x)= 0 ولذلك فان‎ 


.Х-4 عند‎ 


.-5 , لها ثلاثة قيم حرجة هي 4 , س‎ f: 
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(5) مثال‎ 
اوجد الأعداد الحرجة للدالق‎ 
ثم أوجد النهايتين‎ Р(х) = 4sin? + 3-2 009* x , 0> <> > 
tg esas ال‎ 
الخ‎ 
. × € ]0,7 | „ғ الدالة معرفة لجميع‎ 
Р(х) = 12sin? xcos x+ 642 cos x(— sin x) 
f'(x)= 6sin xcos x? sin x— 42) 


كذلك (x)‏ معرفة لجميع )0,7( exe‏ بقي بحث متى P(x)‏ تساوي صفره 
6sin xcos xp sin X— 42)- 0‏ 


sinx-0 j cosx=0 j sin x= 


? 


Sl-‏ 8 | د 


: T x 
х= 0л أو‎ ES أو‎ x= 


р AJA 


Зл 


0, Z 4 ل‎ ,7 quA š 5 : 
5 DEE ° 2 r. > لو‎ .. 
4 2 4 = حر‎ edi 


f(x) =š;‏ المناظرة هي 
34/2 34/2.2.542,4,2.542 


i‏ النهاية العظمی هي .342 = f(0)= л)‏ ۰ و النهاية الصغری هي 


) (96) شکل‎ ( ۰ Ер 2-22 
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Б 


y= Asin? x+ 342 cos? x 
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تمارین )1-5( 
من )1( إلى )4( وضح بیان f‏ وجد القیم القصوى في کل فترة 


(0= х2 2х (1) 
(0,4) ج- )0,2( د-‎ [05 -a | [5] dH 


f(x) - X(x-1)s -4 (2) 
9|] Q2] (C72) 0) 7 


xe R ‹ Ңх)= x3 (4)‏ 
من )5( إلى )10( آوجد القیم القصوی للدالة ‏ على الفترة المعطاة 


xe|-34] ٠ f(x) - 5 - 6x? - 2x (5) 
f(x)-3x? -10х+7 , -1<x<3 (6) 
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في التمارین من )11( إلى )36( $ as‏ الأعداد الحرجة للدالة. 
КОБ D‏ 
4 


0= 02 
(13) 
(14) 
(15) 
(16) 
(17) 
(18) 
f(x)- х -2x + x-12 (19) 
f(x)- xf -32x (20) 

f(t)- 46 +52 —42t+7 (21) 
f(x)- 2x! +x -20x«4 (22) 
цЦх)-3х-1 (23) 
T(a)-4a? -За+2 (24) 
g(0)- 2430 -sin40 (25) 
(26) 

(27) 

(28) 

(29) 


] + sin x 
)( Ets 


fix 26 


] —sin x 
f(x) - 8cos? x—3sin2x-6x (27 
2)1( = sin 21+ 20051 (28 
K(r)=4 sin? ۲+32 cos г (29 
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)37( 13 كان ай f(x)=|x‏ آن.۰0 هو хэ!‏ الحرج الوحید و آن f(0)‏ 
هي نهاية صغری محلية f‏ وأن بیان ۶ ليس له مماس عند )0,0(. 


)38( اثبت أن f‏ ليس لها قيم قصوی محلية وآرسم بیان f‏ . اثبت أن f‏ 
مستمرة على )0,1( ولکن ليس لها نهاية عظمی ولا صغری على 


. (0.1) 
f(x) - +1 -o f(x) -i x =) 
› f الأعداد الحرجة والقیم القصوی للدالة‎ ах) (39) 
E , 0x x«l 
-3(x-1y 42(х-184 ; 1€x«2 
r=} N 
3(x- 2Y - 4(x-2) LEE 
-(x-4Y , 35×4 
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بند 2-5: مبرهنة القيمة المتوسطة The Mean Value Theorem‏ 
لمناقشة مبرهنة القيمة المتوسطة للعالم لويس لاجرانج نبداً بمناقشة مبرهنة 


Rolle's Theorem مبرهنة رول:‎ 


إذا كانت f‏ مستمرة على فترة مغلقة [а, b]‏ وقابلة للاشنقاق على الفترة 
المفتوحة (a; b)‏ وكان f(a)= F(b)‏ فانه یوجد على الأقل عدد واحد C‏ 


: Ё(с)-0 بحيث‎ (a,b) في‎ 


والأشكال ( 97 - d‏ ب. ج) توضح صحة توقع رول. 


البرهان: الدالة ۴ لا يمكن الا أن تکون واحدة من ثلاثة آنواع. 


— مقدار‎ f Уле في )4,9( و‎ Х لکل‎ f(x)= f(a 


: الأول‎ 
.(a, b) في‎ [e أي لكل‎ .X لكل‎ f'(x)= 0 3 
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الثاني: f(x)> f(a)‏ لقيمة معينة X‏ في Хас (a, b)‏ تكون النهاية العظطمی 
ل f‏ في [a,b]‏ اكبر من f(b) 4 Да)‏ ومن ثم يجب أن تكون عند 
عدد معين C‏ في الفترة المفتوحة .(а, Б)‏ ولما كان Р(х)‏ موجودة خلال 
الفترة (а, b)‏ نستنتج أن 0 f'(c)=‏ . 

الثالث: f(x)< fla)‏ لقيمة معينة x‏ في .(a,b)‏ وفي هذه الحالة القيمة 
الصغرى ل ۶ في жа [a b]‏ من f(a)‏ أ f(b)‏ ويجب حدوثها عند 
عدد ما c‏ في (а, Б)‏ كما في ثانياء 0 f'(c)=‏ . 

انتهی البرهان. 


نتیجه: 

إذا كان ۶ مستمرة على الفترة f(a)= F(b) d(a,b]‏ ۰ فان f‏ لها على 
الأقل عدد حرج واحد في الفترة المفتوحة (a,b)‏ 

البر هان : 

إذا كان f'‏ غير موجودة عند C‏ في (a,b)‏ فان C‏ هي عدد حرج. كما 
وأن إذا كان f'‏ موجودة في col (a,b)‏ من مبرهنة رول» یوجد Xe‏ 


حرج. (انتهی البر هان) 
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مثال )6( : 

f(x)- 4x! - 20+30 كان‎ 13 

اثبت أن f‏ تحقق مبرهنة رول على الفترة [L4]‏ وأوجد قيم c‏ الحقيقية التي 

. f'(c)= 0 تحقق‎ 

المل ( شكل 98( 
f(1)=4-20+30=14‏ 

f(4)- 4(4)” - 20(4)+ 30 = 


-64-80-30-14 
f()- f(4) 

بما أن f‏ مستمرة وقابلة للتفاضل 

کونها کثیر حدود»(۶)4 Е(1)=‏ 

إذن هي تحقق فروض Аа ња‏ رول O<‏ )98( 

Ё(х)-8х-20 , f'(x)=0 .[L4] على‎ 
=> x=“) - 3 
8 2 


o3 


“(Зэ , jc Sa 
2 2 2 
5 ta ЭГ” А 5 
“(р ویبان 7 هو قطع مكافئ موضح في شکل )98( وحیث أن‎ 
(5) ان فسان اعد‎ 


على الرغم من آهمية مبرهنة رول نفسها الا آننا نعتبرها خطوة لاستعمالها 
في برهان وأعمدة من ААГ‏ آدوات الحسبان» وهي مبرهنة القيمة المتوسطة. 
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( Mean value theorem) مبرهنة القيمة المتوسطة:‎ 


13 كان f‏ دالة مستمرة على فترة مغلقة |а, Б|‏ وقابلة للتفاضل على الفترة 
المفتو (a, b) Аъ‏ فانه یوجد عدد C‏ في (a, b)‏ بحیث 


f'(c)= f(b)- f(a) 


й; المكافئ»‎ КА) أو‎ 
f(b)- f(a)- f(c) (b-a) 


شکل )99( يصور بیانیا مبرهنة القيمة المتوسطة حیث Қа)‏ )0^ 7 
-а‏ 


ميل АЯ‏ بين النقطتین T Аа), (b, f(b)) (a, f(a))‏ على المنحنی 
هي نقطة ميل المماس عندها f'(c))‏ ) يوازي الوتر المذکور . 
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البر هان : 
معادلة ыа)‏ الواصل من P‏ إلى Q‏ 


y- a= حافك‎ fü...) هي‎ 


ولنفرض T(c, f(c))‏ نقطة على 
المنحنى بحيث المماس l‏ عندها يوازي 
pg‏ ۰ فإذا كان g(x)‏ هي المسافة 
الرأسية من الوتر PQ‏ إلى المنحنى f‏ . 
كما هو موضح في شكل (100) فإن 
المسافة g(c)‏ هي قيمة قصوى محلية ل ع . 


وبما أن g(x) «g(b)- 0 ‹2(а)=0‏ مستمرة وقابلة للتفاضلء ОЗ‏ يمكن 
استعمال مبرهنة رول. يوجد عدد © في الفترة المفتوحة (a,b)‏ بحيث 


ولكن 


O‏ يوجد عدد C‏ بحيث 


b-a | 
3 
: flb)— На 
ro- 29-19 
انتهی البرهان.‎ 
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مثال (7): 

f(x)= × - 8x كان‎ 3 

فاثبت أن ۶ نحقق مبرهنة ХАА)‏ المتوسطة على الفترة [1,8] وأوجد C з‏ 

في )1,8( بحقق نتيجة المبرهنة. 

الحل 

f‏ دالة تربيعية مستمرة وقابلة للتفاضل» 

f(8)20. f(l)=-7 

۰ تحقق فروض مبرهنة ЗАА!‏ المتوسطة نوجد C‏ بحیت 

۶)8(- fü) 0+7 _ 
8-1 8-1 

f'(x)=2x-8 = Ё(с)-2с-8 


f'(c)= l 


o3 
20-86 =1 
2c=9 
c=4.5 
:(8) مثال‎ 


إذا كان ax b.‏ + ر15- f(x)=2x‏ 
فاثیت أن f‏ تحقق فروض مبرهنة القيمة المتوسطة على الفترة ]0,3[ علما 
بان b «a‏ تابتین حقیقیین. 
لصل 
الدالة کثیر حدود مستمر على ]0,3[ وقابل للتفاضل على )0,3( 
Е(3)= -81+3а+Ь .f(0)-b‏ 

Р(х) = 6x? -30x+ a 
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f(c)- 6c? —30c+a _ f(3)- f(0) 
3-0 

6c? -30c+ a =-27 + a 

6c? -300+ 27 =0 


2c? -10c+9=0 


o- 10+ 100-2 


f(x) 


o3 


مثال )9(: 


13 كان 
X—‏ 


فاثبت أن f‏ تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة على الفترة ]3,5[ وأوجد ©. 


الحسل 


الدالة f‏ مستمرة على ]3,5[ لأن x=2‏ لا نقع في الفترة. وقابلة للتفاضل 


1 
E EO 
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علی (3,5). 


f(5)- = 
5) 57-0 3 

zd 
f'( x)= 

l 2 
SM зог 27 
(c-2p 5-3 2 3 
(c-2Y =3 
с-2543 , 2-43 e[5,5] 
с-2--/3 
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تمارین )2-5( 


في التمارین من )1( إلى (4) آوجد قيمة © في الفترة المعطاة التي تحقق 
مبرهنة ХАА!‏ المتوسطة للدالة f‏ الموضح بیانها. 


)0 في الفترة o ۱ [Lo]‏ الفترة [1,10] 
)9,7( 


w‏ 0 10- حت OO‏ دنا ذم مم 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 


ші @‏ ]7.[ 
ب) الفترة ]1,10[ 


— ين دح‎ оло ني‎ боо ма 


12 3 4 5 6 78 9 ١ 1 2 3 4 5 6 7 8 


9 7 
(10 ,-1) 


شکل )103( شکل )104( 
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في التمارین من )5( إلى )14( آثبت أن f‏ تحقق فروض مبرهنة رول على 
[а, b]‏ وأوجد c з‏ في (а, b)‏ بحیث 0 2 f(c)‏ . 

f(x)-4x -8x +5 , [0,2] ( 

f(x)-3x -12x +5 , [0,4] ( 
f(x-247x-x ,]3,4[ (7 

Ңх)=11-12х-2х° , [71] ( 

f(x)-x* -4x! +1 , [-33] ( 


f(x)2cos2x-2cosx , [0,27] (13) 
f(x)- x + cos х” [HERE (14) 
4 4 
تحقق فروض مبرهنة‎ f في التمارين من )15( إلى )33( أذكر ما لذا كانت‎ 
بحيث‎ Ce (a; b) aë وأوجد جمیم‎ [a,b] المتوسطة على‎ ЗАА 
f(b)- f(a)- f(cKb- a) 
f(x)-4x-3x «8 , [1,2] (15) 


f(x)2 5x? -3x«11 , [13] (16) 
1 


f(x)-1-3x8 ,[-&-1] (17) 
f(x)- х -2x + x«10 , [-11] (18) 
f(x) -3x? «5x? «15x , [-11] (19) 
f(x)- TN [L4] (20) 
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r()= 22 , [23] 
мо (021 


f(x)= x «4x , ]-3:6[ 
f(x)=sinx , [0,z/2] 
f(x)= tan x ,|0,z/4] 
х +х+5 ; x«0 


5 i жи а E 4x + x5 ; x20 
[a.b] - [18] ب(‎ « [а,6]= [-1.9] ) ۰ f(x) (х) = x? -8x 


لذا كان e$ pq «г ‹ Ңх)= p + qxer ,xe|a,b]‏ 
f jos n>1 »2 © № «Аз‏ تحقق فروض مبرهنة القيمة لا 
تعتمد على ۰9۰۲ . تحقق بعد إيجاد c‏ أنها فعلا نقع في الفترة (a, b)‏ 
إذا كان f‏ دالة من д Aa‏ معرفة علی dud .[a, b]‏ ر 

a+b 


عدد واحد c‏ في )4,5( يحقق نتيجة المبرهنة هو 2 


(= 


)35( بتطبیق مبرهنة القيمة المتوسطة للدالة # f(x)= +/1+ x‏ آثبت 


EE f<l+2, h>0 أن‎ 
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نورد هنا ЗАХ‏ استخدام f'‏ للتعرف على المواضع التي عندها f‏ متزايدة 
وأين تكون Аа бА‏ ومن ثم تحدید مواضع القیم القصوی АЛАЙ‏ 
المعادلة ауз у= f(x)‏ 
منه أن ميل المماس موجبا 
في افترات المفتوحة 
(о)‏ و (es. c4)‏ و 
f(x)» 0 14 (es. e)‏ 
عندما تكون Ё‏ منز )53 
АА;‏ بتضح أن ميل المماس 
سالبا في الفترات المفتوحة 
)65,03( 5 )04,05( 
f Ga (d‏ منتاقصة .f(x)«0 oS‏ 
coca ом,‏ ندمجها في المبر هنة الاتیة. 


مبرهنة : 


إذا كانت ۶ مستمرة على [a,b]‏ وقابلة للتفاضل على (а, b)‏ فإن : 


1( إذا f'(x)»0‏ لكل xe(a,b)‏ فان f‏ متزايدة على [a,b]‏ 
f(x)«0 13 (2‏ لكل хє(а,5)‏ فان f‏ متناقصة على [a,b]‏ 


البر هان 
kasa a ana АЖ a‏ 
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б) f(x)- f(c) Go - x) 
f(x)» f(x) o3 f(c)50 ود‎ x <0 ولأن‎ 
رها شن ار کا ف‎ 6 
ca od انتهی‎ 


بلاحظ آیضا أن إذا كان 0 f(x)»‏ في الفترة (00,۵-) (Боо) j‏ فان 
۴ متزايدة على [6,2ه-) أو (ه,ط] على الترتيب. وبالمثل متناقصة لما 
f'(x)«0‏ . 


مثال (10): 
إذا كان 18+11- 2ر3 + f(x)- 4х‏ 
آوجد الفترات التي تكون فيها f‏ أ) متزايدة ب) متناقصة 
وأرسم المنحنى у= f(x)‏ 
الحصل 
f(x)-12x* + 62-8‏ 
(i‏ تکون f‏ متزايدة عندما 
f'(x)> 0‏ 
12x? +6x—18>0‏ 
2x! +х-3>0‏ 
(2x-3(x-1)» 0‏ 
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(شارة (х-1)‏ 5 چ کح 
إشارة (2x+3)‏ = ج + ++ + + +++ +| 

— 39 X 

+++ 


я | 3 A اتجاه الدالة‎ 


(9-3) (Lo) овда موجبة على‎ Р ان‎ 

أيْ أن منحنی y= f(x)‏ صاعدا في الفترة Jot.)‏ ده | 
ينتج مباشرة من (أ) أن ۶ منناقصة في الفترة C34)‏ 

أيْ أن المنحنی у= f(x)‏ هابطا خلال الفترة C34)‏ 


لرسم المنحنی» 


{-3)=з12з ‹ 1)=0 


as (2‏ نقط التقاطع مع المحورین ما «СХА‏ 


у-11 نضع ۰-10 نجد‎ ‹ у مع المحور‎ : У 
. y نقطة التقاطم مع المحور‎ (0,1) 
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ثانيا : مع المحور х‏ نضع y=0‏ 

0= 4х +3 -18x411 

بما أن x=1‏ تحقق هذه المعادلة إذن Х-1‏ 

هو احد العوامل وبالقسمة نجد أن 

0 -(x-1K4x? +7х-11) 
0= (х-10х-104х+11) 
0=(x-1} (4x+11) 
ËD و‎ (L0) توجد نقطتي تقاطع مع المحور × هما‎ 


نقط التقاطع مع المحورین )0,11(‹ 
)4-1 )10( والنقط الحرچة 
4 


(-29:25 ‹(1,0) 


ثم ذ نستعمل معلومات صعود و هبوط 
EN‏ انلصو ع سد 
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у= 4х? 43x? -18x41 


المنحنی صاعد 4| < المنحنی АЛ‏ 2140—94( صاعد 
Баг .‏ 


شکل )106- ب) 
ونلاحظ أن عند النقطة الحرجة ]23125[ Me My‏ حرج 2 - وقيمة 
عظمی محلية 1-2-5 وأن المنحنی قبلها كان صاعدا ثم تغير 
بعدها إلى هابطا. 


أي أن عند ЗАА!‏ العظمی المحلية تتغير Р(х)‏ من موجب إلى سالب قبل 
وبعد العدد الحرج وبالمثل عند العدد الحرج x=]‏ توجد نهاية صغری للدالة 
f(0)=1‏ . 

ونتغیر Р(х)‏ من سالب إلى موجب قبل وبعد 0 -8. ویمکن صياغة 
ум)‏ هنة التالية: 
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إذا كان © ax‏ حرج للدالة f <f‏ مستمرة عند © وقابلة للتفاضل على 
فترة مفتوحة 1 تحتوي © ما عدا من الممكن عند © نفسها فإن : 
Р M (I‏ تغيرت من موجب إلى سالب عند © فإن f(e)‏ نهاية عظمى 


2 إذا f'‏ تغيرت من سالب إلى موجب عند © فإن f(c)‏ نهاية صغرى 


3 إذا f(x)«0 j f(x)»0‏ لكل xeI‏ ما عدا x=c‏ فان f(c)‏ 
ليست ХАА‏ قصوى محلية للدالة f‏ . 


البرهان 
إذا Р‏ تغيرت من موجب إلى سالب عند О.с‏ يوجد فترة مفتوحة (a,b)‏ 
تحتوي علی C‏ بحیث 
f(x»0 ,a«x«c‏ 
Ё(5)«0 >‏ 
ونستطیم (a b) ХАМ‏ بحیث ۶ مستمرة على [a,b]‏ 
وینتج من المبرهنة السابقة مباشرة أن f‏ متزايدة على [a,c]‏ ومتتاقصة 
على [cb]‏ 
أي أن .x=c læ L f(x)< f(c), a< x<b‏ 
Fle) o3‏ هي نهاية عظمی محلية للدالة f‏ . 
بذلك نکون قد أثبتنا الفقرة )1( وبالمثل يمكن «за‏ )2( )3( 
وشکل (107- أءب) یذکرنا بشکل بیان المنحنی بالقرب من النهاية العظمی 
المحلية حیث تتغير Р(х)‏ أي ميل المماس من موجب لما © x<‏ إلى سالب 
لما .X> c‏ 
والعکس يحدث للنهاية الصغری المحلية كما في شکل )7108 أءب). 
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شکل )107( : النهاية العظمی المحلية. 


شکل (108): النهاية الصغرى المحلية. 
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وشکل )7109 (—j‏ یوضح الفقرة الثالثة амс‏ لا تتغیر إشارة f(c)‏ عند 


C 


ولا یوجد قيمة قصوی محلية. 


X= 


شکل )109(: f(c)‏ ليست قيمة قصوی. 
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:(11) مثال‎ 
kastari المعلية‎ д ауе 


1 
f(x)=x2(10—x) -і 
x +3 
fix)- ب-‎ 
(0 xl — 
الق‎ 
: 22 
Р'(х)= х3 (-1)+(10- х)х 3 -i 
_ -3x« (10— x) 
5 32 
_ 10-41 
EET 
: | 2(5- x) 
Ё(х)- 3B 


X-20.x-5 элсэх یوجد‎ o3 

لذلك نبحث اشارة Р(х)‏ في الفترات 

(~ ,0) , (0,5) , (5,20) 

وبما أن f'‏ مستمرة ولیس لها آصفار في أي من الفترات الثلاث» نستطیع 
تعيين لشارة ‏ . ولیس من الضرورة لحساب قيمة ۶ عند هذه القيم» مجرد 
معرفة الاشار ة. 

في الفترة )7000( نختار 1- cx‏ وفي الفترة )0,5( نأخذ x=3‏ وفي 
لفترة )5,0( x= 6 3b‏ ونکون جدول كالآتي: 
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Pea) ғ'(3)= t'(6)- f'(x) مقدار‎ 


4 5 


4> 0 FEL > 0 3xg «0 
+ + - f'(x) إشارة‎ 
منزايدة على‎ f | متزايدة على‎ f متناقصة‎ f النتيجة‎ 
(- 99.5] [0.5] ЭРЭ 


آي آن Aum sa f‏ على ]95,5 ~( ثم متناقصة على о)‏ ,5[ 
أي أن الدالة لها نهاية عظمی محلية عند 5. ومقدار النهاية العظمی المحلية هو 
1 
f(5)- 53(10—5)- 53/5‏ 
ولیس للدالة قيمة قصوی عند 0 х=‏ لأن Y f'‏ تغیر إشارتها xe‏ 0. 
ولرسم بیان АШ‏ نوقع yj‏ النقط المقابلة الأعداد الحرجة )40,0 )45,515 
ونقط النقاطع مع المحور x‏ عند x 210 «х-0‏ أي )0,0( )10,0( مع 
ملاحظة أن )0,0( هي نقطة نقاطع المنحنی مع محور y‏ الوحيدة. 
والمنحنی له مماس رأسي عند 0 OY х=‏ 
مه lim f'(x)=‏ 
x0‏ 
بینما АМЫ)‏ مستمرة عند 0 =×. 


وشکل )110( یوضح بیان المنحنی 


264 


() (11) J& :)110( شکل‎ 


x 43 
i х-1 
F(3)- (х+1)(2х) – Es + 3()1( 
(x+]) 

Ш 2x! -2x- x! -3 

200 (x41 

5 2x! +2х- x! -3 

^7 GEL 

Ш X 42x-3 

` (x41 

_ (x- D(x&3) 

(x41)? 


نجد أن Г(х)-0‏ عند Р(х)= о «x2 3 «x51‏ عند x-2-]‏ 
.. یو جد 255 آعداد حرجة هي Х--314Х--14Х-1‏ 
والان سنبحث إشارة Р(х)‏ في الفترات 


)- (3-رهه‎ , (- 3-1) , (— L1) , (Loo) 
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(-00,-3) (-3,-1) (-11) (1,00) 5 yall 


-4 =2 0 2 š المختار‎ X 
Pide ; f(2)- 
ss | rene | ro- | 97 | وم‎ 
gv —3<0 —3<0 5^9 
" ۳ _ 7 إشارة‎ 
f'(x) 


f‏ منزایدة | f‏ منناقصة | f‏ منناقصة ЗАЛЛАА f|‏ على 


النتيجة على оо)‏ | على [1,1-] | على [1-,3-]| [3-,مه-) 


f -.‏ لها نهاية عظمى محلية عند 3- =× وصغرى محلية عند x=]‏ 
ولكن عند العدد الحرج X=—]‏ لا يوجد قيمة قصوى ولكن 
مب د lim f'(x)=—% , lim Р(х)‏ 
+ = 
x-] x-]‏ 


3 یوجد خط تقاربي راسي عند ]– .Х=‏ 


شکل )111( 
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والمنحنی Y‏ يقطع محور Р(х) 0 Ñ x‏ ویقطم المحور y‏ عند )0,3( 
.. النهاية العظمی المطلوبة هي 6- 2 f(-3)‏ . 


مثال (12): 
إذا كان [9- 2( f(x)» x^^‏ 
ولا : آوجد النهایات القصوی المحلية وارسم العنحتی, 
فنا : ثم آوجد النهاية العظمی والنهاية الصغری للدالة المذکورة على کل من 


الفترات الآتية : 
ف ]1 1 
ВРК -14] -— -1,- | -i‏ = 
Hep ras p‏ 
الحل 
x23 NET‏ د( (' 
f(x)» x (2) (2 -9 Ex‏ 
)9- 62+22 | 
35-13 
24x -9)‏ 
БИЕТ:‏ 
أولاً : الأعداد الحرجة هي += إذن نبحث اشارة Р(х)‏ في الفترات 


o3) 9-8) - 
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3 3 3 3 
-3) | 629 | (ММ) | Ge) | эм 
n ==] 1 2 المختارة‎ × 
t'(-2)- f(-1)= r()- f'(2)= 

7 
die | За |-84 | нь | 0 
- В я + | FG) 
متناقصة‎ f متزايدة‎ f 
النتيجة‎ 


3 

2 - | | على [i‏ 
f ОЗ‏ لها نهایتین صغریتین محلیتین عند 5- х=5 ‘к=‏ يناظرها 
القیمتان الصغریتان المحلیتان» 


مس( 


وعند за!‏ الحرج 0 cx‏ الدالة مستمرة» 0 =(۴)0 oS,‏ 


lim مب )م‎ , lim f'(x)- مب‎ 
x0 x0 


'. المنحنی له ناب عند )0,0( وشکل )112( يوضح بیان الدالة 
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( G5 :)12( 0) (113) شکل‎ 
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Tán — 16 1)- -8 
1 33 
fous = 3 2 ANA 
]-1,4[ ب) الفترة‎ 
3 27 
Tn z J = 08 -9 
fax f(4)- 6 
E š الفتر‎ (— 
ТШ — t(- 2)= -53/4 
7 13 3/08 
E T: 
max 1 3 28 
:(13) مثال‎ 


أوجد النهایات القصوی المحلية وارسم المنحنی 
f(x)- 3x* - 4x! -24x + 48x‏ 
الحصل 
8 +48 - »12 - هر 12 - Р(х)‏ 
=12x (x-1)- 48(x- 1)‏ 
=12(x— ix - 4)‏ 
-12(х-1Хх-2Хх-2)‏ 
إذن يوجد ثلاثة Jaf‏ حرجة عندما 0=(×) ۴ هي 
х= -2,1,2‏ 
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نبحث إشارة Р(х)‏ على لفترات )2,90( ,)1,2( .)241 —( ,(2-,مه-) 


.7 یوجد نهاية عظمی محلية هي 23 f(1)-‏ 

ویوجد نهایتان صغریتان محلیتان هما f(-2)5-112 . f(2)216‏ 
ورسم بیان المنحنی مبين في شکل )114( حیث يمر بنقطة الأصل )0,0( وإنما 
يقطع محور ‏ في نقطة آخری قيمة × عندها نقع في الفترة (2-,3-) ОУ‏ 
f(-3)»0 . f(-2)«0‏ . 


شکل )114(: مثال )13( 
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تمارین )3-5( 


في التمارین من )1( إلى )24( أوجد القیم القصوی المحلية للدالة f‏ وفترات 


تزايد وتناقص الدالة ثم خطط بیان المنحنی f(x)‏ 


۰. y= 


(1) 


-3x*‏ هرد 


Ээ ~ë ~ ë 00 ммк 


eme رها ل‎ < =< <= <= = а 
— 
o + 
7 
© 
F TT qo p Ab exo | “8 
| м | мх Z = از اا‎ 
27 "beue beso d XS ! $e 
$7. qox qoM OT se "o Ok 
| сэ e^ 
ل يفيه‎ Me S 22222247 
lI 


f(x)- N x5 + 4 (21) 
f(x)» x! (x- 5) (22) 
Қ) (23) 
بت(‎ (24) 


في التمارین من )25( إلى )34( أوجد القیم القصوی المحلية Ё АЫ‏ على 
الفترة المعطاة والفترات الجزئية التي فيها f‏ متزايدة أو متناقصة مع توضیح 
بیان المنحنی بالرسم. 


f(x)= cos x+ sin x , [0,27] )25( 
f(x)=2cosx+sin2x , [0,27] (26) 
f(x) cos x—sin x 0 27 | (27) 
f(x)=2cosx+cos2x , [0,27] (28) 
f(x)= سود‎ sin x ,(0,27| (29) 


2 222 
f(x)2 х+2соѕх , [0,27] (31) 
f(x)- cot? x+ 2cot x 154 (32) 
f(x)- 2tan x— tan? x ا‎ (33) 
3 3 
f(x)- tan x-2 dmm m 234 
(x)= tan x- 2sec x E (34) 
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. i المعطاة‎ 
f(3)-0. ۶)5( معرفة‎ ж f(S)-0. f(3)-5 (35) 
Lue Г(х)«0 ولکن‎ x>5 j x«3 كان‎ 3 f(x)50 


3«x«5 


› غير معرفة‎ f'(0) ۰ f(-2)- ۴)2(=-4 ۰ f(0)-3 (36) 
أو‎ х»2 عندما‎ f(x»0 . f(-2)= f(2)=0 
.0 > 2> 2 j x«-2 عندما‎ f(x)«0.-2«x«0 


f(x»0.2a20,£,22,*3 عنما‎ Ё(а)-0- f(a)=a (37) 
. × لجمیع قيم‎ 


« f(5)2-4 › f(—5)=4 . f(0)=0 
f(-5)- f'(0)= #(5)=0 
.0>|× «5 لما‎ f'(x)«0 0 


f(-2)- f(0)- f'( 
«—2«x«0 j x>2 لما‎ f(x) 
2>ير>0.‎ j x<—2 لما‎ f(x)« 
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درسنا في بند 4-3 كيفية استعمال إشارة f'‏ لمعرفة فترات تزايد أو تناقص f‏ . 
Lj‏ في هذا البند فسوف نستخدم اشارة f"‏ لهذا الغرض ونورد تعریف النقعر 
وفترات نقعر المنحنی لأعلى أو لأسفل ونقطة حرجة جديدة تسمی نقطة الانقلاب. 


اذا كانت f‏ قابلة للتفاضل على فترة مفتوحة [ . 
فان بیان f‏ یکون : 

[- مقعر لأعلى على 1 3 f'‏ متزايدة على 1 . 
ب- مقعر لاسفل على 1 إذا f'‏ متناقصة على I‏ . 


ففي شکل )115( منحنی مقعر لأعلی ومیل المماس» Р‏ يتزايد من قيمة إلى 
صفر عند النهاية الصغری إلى قيمة موجبة. GÍ‏ أن معدل تغیر ‏ بالنسبة 
إلى x‏ موجباء اي 0 f"(x)>‏ . 

وفي شکل )116( منحنی уда‏ لاسفل ونری ميل المماس» ۶ ینتاقص من 
ЗАВ‏ موجبة إلى صفر عند النهاية الصغری إلى قيمة سالبة. أي أن معدل تغير 
Р‏ بالنسبة إلى x‏ يكون سالباً » f'(x)«0 id‏ 
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اختبار التق 
إذا كانت f"‏ قابلة للتفاضل على فترة مفتوحة 1 . 
فان بیان f‏ یکون : 


أ- مقعر لأعلى على I‏ عندما f'(x)»0‏ على 1 . 
ب- مقعر لأسفل على I‏ عندما0 f"(x)>‏ على 1 . 


أما النقطة التي يتغير عندها بيان f‏ من مقعر لأعلى إلى مقعر لأسفل أو 
العكس فتسمى نقطة انقلاب Point of In flection'‏ " 
ويبنى على ذلك التعريف الدقيق الآتي . 
تعريف : ( نقطة الانقلاب) 
تسمى النقطة (c, f(c))‏ على gr f‏ › نقطة انقلاب 


13 تحقق الشرطان اداه 


أ- f‏ مستمرة عند 6. 


ب- يوجد فترة مفتوحة (a,b)‏ تحتوى C‏ بحيث 
يكون المنحنى مقعر لأعلى على (a,c)‏ ولأسفل 
على E (c, b)‏ العکس 4 


إذا كانت f"‏ بالإضافة إلى استمرارية Ё‏ مستمرة هي الأخرى عند .С‏ فان 
f"(c)=0‏ عند نقطة الانقلاب ولكن يجب أن يبقى بالذهن أنه من الممكن أن 
تکون» f'"(c)‏ غير موجودة عند نقطة انقلاب. ولذلك فلإيجاد نقطة «DAI‏ 
نبدأ بإيجاد أصفار f"‏ وكذلك الأعداد التي عندها f"‏ غير موجودة. ثم نختبر 
جميع هذه الأعداد لتعيين ما إذا كانت هي نقط انقلاب أم لا. 
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Di 


اختبار المشتقه الثانية 


إذا کانت ‏ قابلة للتفاضل على فترة مفتوحة تحتوی C‏ ۰ 
f'(c) - 0 gis;‏ فان : 
(i‏ إذا كان ۰ f'(x)«0‏ فان f(c)‏ نهاية عظمی محلية . 


. نهاية صغری محلية‎ Рс) فان‎ Г(х)»0 « إذا كان‎ (o 
يفشل اختبار المشنقة الثانية‎ f'(x)=0 ۰ ج) 3 كان‎ 
ويجب العودة لاختبار المشنقة الأولی.‎ 


البرهان : 

(i‏ فإذا كان f'(c)=0‏ يكون ميل المماس عند Gi (c, f(c))‏ » فإذا كان 
بالإضافة لذلك 0 f'(c)-‏ فان المنحنى يكون مقعر لأسفل ولذلك يكون 
هناك فترة مفتوحة (a,b)‏ تحتوي © بحيث يقع المنحنى بأكمله أسفل 
المماسات وينتج أن f(c)‏ هي نهاية عظمى محلية. وشكل )117( يوضح 
ذلك. 
بالمتل يمكن el‏ (ب) و )=( وشکل )118( بوضح АЫ‏ (ب). 
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Л 


ad 


6 


(14) مثال‎ 
. ووضح بیانها بالرسم‎ f القصوی المحلية للدالة‎ АА! آوجد‎ 
[0,27] على الفترة‎ f(x)=2 2[sin x- sin? x)+1 
الحل‎ 
f'(x)= 2(cos x— 2sin x— cos x)= 2cos x(1 - 2sin x) 
f'(x)- 2)- sin x(1— 2sin (+ 2 ومع‎ x(-2cos x) 
kr prisci quee i 
‹ f'(x)= 0 ало  میق الأعداد الحرجة ل  هي‎ 
2cos x(-2sin x)= 0 


cosx=0 ب‎ иг 
2 
7 7 r 57 
х= سل سد , ور‎ 
2 2 6 6 
r Sm “ТО 3r 
ЭР ' 2-0, الاعداد الحرجة‎ 2. 
етае 


وقيم x)‏ ۳ عند هذه النقط هي 


J = -3 : 353 = =3 1 (| 2) ЗЕ 6 
6 2 6 


ومن ХАМ‏ المشتقة الثانية asi‏ أن لدینا 
(Хүн sete‏ 
Р T‏ 57 
(mnam asa‏ 

Л 2 1 2 
B =] ¿ñas صغری‎ Ag 
f(31/2) 2 -3 : نهاية صغری محلية‎ 
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بتوقیم هذه النقط الحرجة وبعض نقط اختيارية بينها نحصل على المنحنی شکل 
)119( . 


y= 2(sin x—sin? х) Ї 


л/6 л/2 5л/6 л 


شکل )119( : مثال )14( 


مثال )15( 
إذا كانت × + f(x)= 2x9‏ 
[- آوجد النهایات العظمی والصغری وفترات التقعر المختلفة . 
ب- آوجد نقط الانقلاب . 
ج- ارسم بیان الدالة f‏ . 


3—1 
E 1 
fases Ы 
3 3 
22 (1-2х) 
5 x? 
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3 پر کب 3 f'(x) сх‏ 
1 
xi-l‏ 4 
x?‏ و 
من Р(х)‏ نجد أن هناك عددان حرجان 
x=) , ×=0‏ 
2 
1 
3- 
E =i‏ 
3 _ 9 )2 
6 
ا 
АСО CS‏ 
ك2 و 
233 


gi‏ : عند са‏ یوجد نهاية صغری محلية هي 


1 


لب( 


‹ عند 0 =× يفشل اختبار المشنقة الثانية » سنطبق اختبار المشتقة الاولی 


باختیار ат‏ فى الفترة لكالل في الفترة оо)‏ ,0( نجد أن 
: 5 
موجبة f'(1)‏ 
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f'(0)=co عند 0 =× لا يوجد قیم قصوی وانما‎ o3 
82 400, оо) في الفتر ات‎ f'(x) ولبحث التقعر ندرس إشارة‎ 


2 
Зай! 
US | 35 
2 


x=1/2 >‏ في )0,1( نجد أن 
سالبة 2 f'(1/2)‏ 
والمنحنی مقعر لأسفل في )0,1( 
وللمنحنی نقط انقلاب عند 
f'(x)-0‏ 


المنحنی مقعر لأعلى على )1,0( (—o0,0)‏ المنحنی مقعر 
لأسفل على )0,1( ميل المماس = 00 عند 0 = X‏ 
mo ۵ 1 3‏ 
3 تناظر نهاية صغرى )1,3( هي نقطة انقلاب 
220 )13( 


شکل )120( : مثال )15( 


)16( مثال‎ 
f(x)=5x?2 + 30? متال )15( للدالة‎ уд 
الحل‎ 
10 — 5 2 
Ё(х)---х3-23х9 
3 5 
45 2+ 
3 xi? 


f'(x) m 10 x 4p + 10 x 2 
9 9 


من f'(x)‏ نجد أن الأعداد الحرجة هي ۰-2 0 
А Y -10‏ 
عند x-2-2‏ .— — -(۳-2 أي » سالب Р(-2)-‏ 
2 
یوجد نهاية عظمی محلية هي 4.8 × f(-2)23x2?‏ 
عند f"(0) x=0‏ غير موجودة » یفشل اختبار المشتقة الثانية . نلجأ 
لاختبار المشتقة الأولى حيث نبحث إشارة Р(х)‏ قبيل وبعید 0 -2 . 


reni) ME T 


31-1 3 
5(3 
f(1 Ee = 5 = ах 
0 8 26 
عند 0 =× هي‎ АА إذن بوجد نهاية صغری‎ 
f(0)- 0 
نجد‎ х= 0 ومیل المماس عند‎ 
lim Ё(х)- سالب‎ 
x0 
lim f(x)2 сэ» 
x0 


tl‏ أن المنحنی له ناب عند х-0‏ لان 0 f(0)—‏ موجودة ولتعیین لتق 
نلاحظ أن يوجد عند Г(х)-0‏ نقطة انقلاب ‏ أي عند ۰-1 6 - 1 
وفي الفترة )700,0( » سالب f"(-1)=‏ المنحنی مقعر لأسفل 

٠‏ في الفترة )0,1( » سالب )1-3 Ç‏ المنحنی مقعر لأسفل 

» في الفترة )1,00( » موجب -)2( Р‏ » المنحنی مقعر لأعلى 

وبیان 314 f‏ موضح في شکل (121). 
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x 


ناب عند )0,0( 
نهاية عظمی محلية : عند )2,4.8-( 
نقطة انقلاب عند )1,6( 


شکل )121( : مثال 16 
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تمارین )4-5( 


في لتمارین من (1) as d (33) АД‏ القیم لقصوی المحلية باستخدام اختبار 
المشنقة الثانية ]13 كان ممكنا . عين فترات التقعر لاعلی والتقعر لاسفل و آوجد 
نقط الانقلاب . ارسم بیان الدالة . 


f(x)= хогоо (1) 
f(x)= 2x8 - 6× (2) 
0 j T 
f(x)- 8х2 —-2x^ (5) 
f(x)- 3 - Ax? +2 (6) 
f(x)- 15× -25x (7) 
f(x)-2- xi? (8) 
f(x)» х^ - 4x? +8 (9) 
f(x)- ё -2x + x (10) 
f(x)» x ^(3x410) (11) 
f(x) - 3x2 (1- x) (12) 
f(x)- x (3x- 5)? (13) 
f(x)- xV3x+2 (14) 
f(x) - Sx +V xf (15) 
f(x) - 6x (16) 
f(x)» لحت‎ 6-2 (17) 
f(x)- وام‎ - xt (18) 
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في التمارین )19( حتی )24( الدوال معرفة على الفترة ]0,27[ . 


f(x)= cos x+ sin x (19) 
f(x)= cos x- sin x (20) 
Ха (24:35) (21) 
f(x)= cos x(1-- sin x) (22) 
Е(х)= 2+ 4cos2x (23) 
f(x)= 2cos x+ cos2x (24) 
f(x)» 2tan x+ tan? x (25) 
f(x) sec x— tan x (26) 
f(x) - ese |-52| (27) 


f(x)= cot? x+ 2cot x ; 


===] 
oa 
Ол 
ERCIE 
===] 
— 
М 
E: 


f(x)» 2tan x— tan? x É: Г (29) 
Е(х) = tan x-2sec x És (30) 
2x -3xX. 
f(x) CES (31) 
(= ын (32) 
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)33( منحنی المعادلة у= x+ cos x‏ موضحة في شكل )122( 


في الفترة 27 x<‏ < 27 — آوجد القیم القصوی المحلية . 


شكل )122( تمرين )33( شکل )123( : تمرین )34( 


3 
(34) منحنی المعادلة وا موضح في КА‏ (123). في 
الفترة | 27,27 7[ cas d‏ باستعمال اختبار المشتقة الثانية» القیم القصوی 
NEST‏ 


)35( عين نقط الانقلاب لببان f‏ ومن ثم فترات التقعر لأعلى ولأسفل 
f(x)= (x-1} v9- х2 -i‏ 
ب- f(x) - 10 - ox?‏ 
ج- f(x)= s(x £ à) 9х‏ 
)36( آوجد القیم القصوی ونقط الانقلاب. 
]0,6[ و (х) -8ш(2-7х-3)‏ 
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بند 5-5 رسم المنحنیات 

إن تخطيط بیان دالة ۶ + أي منحنی المعادلة у= f(x)‏ يوضح خواص 
هذه الدالة التي قد نکون غير واضحة ویمدنا بطريقة سهلة نری بها سلوك الدالة 
کیفیا مثل التقعر والقیم القصوی المحلية ومناطق تزايد أو تناقص الدالة. وقد 
شرحنا في зуй‏ السابقة آفکار iine‏ مخثلفة لتخطیط بیان Alla‏ 
وسوف نلخص هنا هذه الأفكار ونعرف نقط إضافية آخری. 
فنبلور ذلك في مجموعة من الإرشادات نتبعها عن تخطيط منحنى. 
مثل bye f(x)‏ 


1- أوجد نطاق (D,) f‏ 
2- عين مناطق وجود المنحنی АА‏ محور × أو أسفله . 
أي قيم x‏ التي تكون f(x)>0‏ وقيم x‏ التي تكون 0 > f(x)‏ 
3- أوجد وصنف عدم الاستمرارية إن وجد . 
4- أوجد تقاطع المنحنى مع المحورين. 
نقط التقاطع مع محور x‏ هي Ax: f(x)=0)‏ 
نقط التقاطع مع محور y‏ هي f(0))‏ ,0) إذا وجدت f(0)‏ . 


5- إذا كانت f‏ دالة زوجية تكون الدالة متماثلة حول المحور y‏ وإذا كانت 
فردية كان بیان الدالة متماثل بالنسبة لنقطة الأصل (بالنسبة للمستقيم 
y=—x j у= х‏ ) 

6- آوجد الأعداد الحرجة والقیم الحرجة المحلية. وذلك بایجاد قیم ‏ التي 
uae‏ ۴)×(=0 أو Р(х)‏ غير موجودة ثم استخدام اختبار المشنقة 
الأولى لتصنیف القیم القصوی. 
عين ما اذا كان هناك آرکان أو ناب للمنحنی. 
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as d -7‏ نقط الانقلاب ومناطق تقعر المنحنی لأعلى ولأسفل . 
وذلك بایجاد f'(x)‏ واستعمال اختبار المشتقة الثانية كلما آمکن. فیکون 
المنحنی مقعر لأعلى عندما 0 f'(x)»‏ ولأسفل عندما 0 > Р(х)‏ . 
13 كانت ۴ مستمرة عند ۰6 f'(x)‏ تغير لشارتها عند © فان 
(c, f(c))‏ هي نقطة انقلاب. 


lim f(x)- L آو‎ lim f(x)= L اذا كان‎ -8 


махан ×00 


lim f(x) j lim f(x) 9 
چ‎ + 
xa xa 


هي مه أو مه- فان 2 =× هو خط تقاربي رأسي . 


من أبسظ الدوال هي کثیرات الحدود. فیبدو بیانها مستمر وأملس Gia‏ وله كثير 
من النقط العلیا والنقط السفلی. وکل عدد حرج يعين ЗАВ‏ قصوی محلية j‏ نقطة 
انقلاب وعدد طیات المنحنی عادة هي )1-1( 13 كان کثیر الحدود من الدرجة 
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n—1]= У المناطق المقعرة لاعلی + عدد المناطق المقعرة‎ aac 
1-2 = النقاط الحرجة‎ ac 

БАГ delis as dios od‏ عضي اف 

عدد المناطق < 11-1 

1-2 < النقاط الحرجة‎ зе 
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h(x) 
g(x) حط تقاربي رأسي. وإذا كانت درجة‎ x= © مثل‎ ЦХ) من أصفار‎ 
هو خط‎ y=L حور[ » المستقيم‎ f(x)= L فان‎ h(x) مساوية لدرجة‎ 


X—»00 

نقاربي آفقي. 

مثال )17( 

ناقش و خطط بیان f = » f‏ 
فس و بال x‏ —4 
الحل 
х?‏ ۱ ۲ 
2,1,8( نوجد f(x)= D,‏ > الاعداد الحرجة 2,0,2- 
x) (2+ х)‏ — 2( 
إشارة Е + + са Í‏ 


D,-R-(-22) أي‎ Г,-(-о,-2)44-2,2)54(2,о0) 
(124) وأماكن وجود المنحنی هي المظللة في شکل‎ 

ویوجد خطان نقاربیان х=2 (x--2 gel,‏ یمتلان بخطان رأسيان 
متقاطعان كما بالشکل (124). 

lim f(x)=-1 à 


X—> 0 


آي у--1‏ هو خط نقاربي آفقي 
3( ماعدا عند Xe‏ الدالة مستمر Š‏ . 


x=0 


0)- 


4( نقط التقاطع مع المحور f(x)= 0 ç X‏ 
المنحنی یقطع المحورین عند )0,0( فقط . 


ç 
ç 


-5 


-х)- f(x) (5‏ « ۶ دالة زوجية بیانها متمانل حول المحور ر . 


ли) 2-2 
f'(x) e] 


نختبر فترات تزاید ونتاقص الدالة في الفترات الموضحة 


(9-2) |(-20) | (02) | 0,4) | зя 
5 š + + f' اشارة‎ 
menu | onu sn SNE 
(+) من )7( إلى‎ Х-0 عند‎ f'(x) تتغير إشارة‎ 
نهاية صغرى محلية.‎ f(0) إذن‎ 
f'(x)- (4- в-во -)4- 2-2 0 
[-ها‎ 
E x + 4× 
8-4) 
او‎ +4( 
281 
a-e) وتحدد (شارة "۴ من‎ СЕРЕ Т 
(-%,-2) (- 2,2) (2,oc) š الفتر‎ 
5 Ы - f" إشارة‎ 
التقعر لأسفل لأعلى لاسفل‎ 


ولا یوجد نقط انقلاب عند 2- أو 2 لأن f‏ غير مستمرة амс‏ وحیث أن 
1 : 
P(0) +,‏ » فهذا يؤكد أن x=0‏ هي نقطة نهاية صغرى محلية ؛ 


(125) وبيان المنحنى يصبح كما في شكل‎ . f(0)=0 


شكل (125): مثال (17) 


مثال (18): ناقش وخطط بيان f‏ 
.5 
X - 5+6‏ 
ф-ы‏ 
1( النطاق: المقام Dg .. (x—2)x-3)=‏ هو амь‏ الأعداد الحقيقية 
ماعدا X53 .x=2‏ 
2( المدی: البسط موجب Ulla‏ ماعدا 0 = ×. والمقام سالب في الفترة )2,3( 
وموجب في الفترة )3,00( لا (00,2-). 
f(x) сл‏ موجبة على (۰0,2-)۰ سالبة على )2,3( وموجبة على )4(3,00 
f (3‏ لها عدم استمرارية لا نهائية عند ۰2 3 ومستمرة ما عدا ذلك. 
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là (4‏ التقاطع مع محور ‏ عند f(x)20‏ هي x20‏ 
ونقط التقاطع مع محور y‏ عند у= f(0)20 (x20‏ المنحنی يقطع 
المحورین عند )0,0( فقط. 
f (5‏ ليست زوجية ولا فردية ولذلك غير متماثلة حول y‏ ولا حول نقطة 
الأصل. 
f(3)- (2 — 5 x+ 6 х-2х (2x- 5) (6‏ 
x+ 6f‏ 5 - 2( 
23x? -10x12- 2x3 +5х)‏ _ 
(2-5х46|‏ 
2x(—5x+12)‏ | 
-5х+6)‏ 2( 


Р(х) 


12 
بوضع f'(x)=0‏ نحصل على 0 = ×› саг!‏ کنقط åa ja‏ 
باختیار ЗАА‏ مناسبة لت х‏ قى الفترات المختلفة نحصل على مناطق تزاید 
وتناقص الدالة کما بالجدول СУУ!‏ 


Сео) | e» | 65) | (29) | e | ره‎ 


إشارة ин = = f'‏ + 5 
النتيجة f‏ | متناقصة | متناقصة | متزايدة متزايدة | متناقصة 


ومن اختبار المشتقة الأولى» ۶ لها نهاية صغرى F(0)=0 dda‏ ونهاية 
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7( يمكنك إثبات أن» 
)36+ 182 - 45 _ 
(х2 -sx+6J‏ 


ولحل المعادلة f"(x)=0‏ يلزمنا حل معادلة الدرجة الثالثة 


f" (x) 


5x! -18x? +36 =0 

وهذا آمر صعب في المرحلة الحالية الا اننا نعلم أن لهذه المعادلة حل حقيقي 

عند 2.35 2 أي يوجد نقطة انقلاب عند (50.4-,2.35) وکذلك عند 
¿x= 2.5‏ فآ x=‏ 


8( لایجاد الخطوط التقاربية الأفقيةء 
2 


xoto x^ — 54 6‏ 
إذن یوجد خط تقاربي آفقي y=2‏ 
Ui‏ الخطوط التقاربية الر سية فهي 
x=3 .x=2‏ 
من الجدير بالملاحظة ( 0&3 126( أن بیان f‏ يقطع خط التقارب الأفقيء 
гу-2‏ عندما 
f(x)= 2‏ 
2x?‏ 
EON‏ 
x. - 546‏ 
6+ 5ه - x2 =x‏ 
6 


X=— 


5 
£ £ 55 " " 6 
T‏ ان نقطة التقاطع )2( 
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شکل )126(: متال )18( 


الخطوط التقاربية المائلة 

ذا كان D(x) МА). f(x)= М(х) р)‏ کثیرا حدود بحيث 
درجة N(x)‏ آکبر من درجة Р(х)‏ بمقدار 1 فان بیان ۶ یکون له خط 
تقاربي cy = mx 6 di‏ أي أن المسافة الرأسية بين بیان f‏ وهذا المستقيم 
يقترب من 0 كلما اقتربت X‏ من Eo‏ ولبرهان هذه القاعدة» نستعمل 
القسمة N(x) А а)‏ تقسیم D(x)‏ للتعبیر عن f(x)‏ على الشکل. 
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N(x r(x) 


f(x)» = = тс+с+ 225 


D(x) D(x) 


im A ~ 0 آن‎ А jl 1 X) ذو درجة أقل من‎ r(x) Cus 


Xoo D(x 


وبالتالي تقترب f(x)‏ من у= ×+ C‏ كلما اقتربت X‏ من j‏ ۰0 -. 


:)19( مثال‎ 
3x 
f(x) - 5 
x +1 
الحل‎ 


درجة hud‏ أعلى من درجة المقام» لا يوجد خطوط نقاربية أفقية» المقام 
موجب دائما ولا ينعدم» لا يوجد خطوط تقاربية رأسية وبإجراء القسمة نجد 
3-31 + 3% 
= يم 


ولكن 


58 یوجد خط نقاربي مائل هو y=3x‏ 
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مثال (20): 
ناقش وارسم بیان 1 » 


E 
ii х? + 6-7 
الحل‎ 
> 
ro) u (x+ 6їх- 1) 


الدالة مستمرة ما عدا عند ]— (X‏ 7— =× حيث یوجد عدم استمر ارية Y‏ 


نهائية. وبحث اشارة الدالة نجد أن 


(-%.-7) | (C70) (0.1) (о) FA 
-8 -1 И ага 
5 1 E E: f(x) š 223 
موجبة سالبة موجبة سالبة‎ f النتيجة أن‎ 


لا يوجد خطوط تقاربية أفقية لأن درجة البسط > درجة المقام. 
يوجد خطان تقاربيان رأسيان x=] xe‏ 7- =× 
وبما أن» 
-6x 47x‏ 
f(x)- ×+ —‏ 
х + 62-7‏ 
—6X +7х‏ . 
lin е0‏ 
хоо x^ +6x—7‏ 
у= 2-6‏ 
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نستطیع الان اثبات أن 
“х +12х- 21)‏ 


f'(x)= 
(2 +6x— 7| 
حرجة عند 0 =× وعندما‎ hä یوجد‎ 
х? +12х-21=0 
-12 + 4144 + 84 
2 
= -6 + 4/57 
«1.6, —13.6 
لتحدید القیم القصوی. ويكفي لذلك‎ f' لذلك نبحث إشارة‎ 
f ju f' $ E المختارة‎ - x БАЙ 
53) منز‎ + — 20 (-90,-13,6) 
متناقصة‎ = 28 (-13.6,-7) 
متناقصة‎ š zi (- 7.0) 
متناقصة‎ 1 0.5 (0.1) 
متناقصة‎ 5 15 (1.1.6) 
bal منز‎ + 10 (1.6,2) 


بحث إشارة المقدار 21 — x^ 12x‏ لأن باقي العوامل موجبة. 
эх‏ آن» توجد ile‏ عظمی محلية عند 13.6- х=‏ هي 27.3- 2 f(-13.6)‏ « 
توجد نهاية صغری محلية عند 1.6=× هي 0.8 /2)1.6(2 . 
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مما سبق یتضح بیان الدالة كما هو في شكل )127(. 


(20) متال‎ :(127) O< 


ویمکننا اضافة ملاحظنین» 
1( 0 = × ليست قيمة قصوی هي نقطة انقلاب ميل المماس عندها 0. 
2( المنحنی ahi‏ خطه التقاربي 2-6 у=‏ عندما 
x‏ 
30-9 
х + 6-7‏ 
x -(x- 62 +6х-7)‏ 
х? —43x+ 42‏ = 


хэ цг z 0.977 
43 


أي عند النقطة )0.977,—5.023( 
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:(21) مثال‎ 
» gr( f) ناقش وارسم‎ 
f(x)- 4x -3x* 
حیث‎ fis ос ثم ارسم بياني‎ 
h(x)- 4х -3x < a(x)- Ax! -3* 
ال‎ 
f(x)- 2)4-3 حيث أن‎ ۰ R مستمرة على‎ f АМА 
-)وبيان‎ 0,0) ۰ БЭ وسالبة على الفترتین‎ [o 3 3 موجبة على‎ f 


الدالة یقطع المحور X‏ عند ха, х-3‏ و المحور y‏ عند 0 =× آي 
يمر بالق لنقطتین )0,0(« )16( 


f(x) 212۳ -12x 
f'(x)- 24-6۴ 
x=] x20 x f'(x)= 0 

f(1)--12 . Р(0)=0 ٠ 

-. النقطة )1,1( تناظر نهاية عظمی محلية 

(= « f(-1)224 فإن‎ ×= 0 xe آما‎ 

أي f‏ لا تتغير إشارتها وهي ليست نقطة حرجة وإنما هي نقطة إنقلاب ميل 

المماس عندها 0. 

ولا يوجد أي خطوط تقاربية. الرسم في شكل (128-). 
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شکل )128(: متال )21( 


f على الفترة التي فیها‎ f(x) =(×)ع هي نفسها‎ 4# -3x*| зэм 
[éro] oic ع ولكن على‎ | f موجبة أي على | 0,4 | لان‎ 


[00,0-) فإن ۶ سالبة  --Г‏ |= ب فيكون بیان g‏ هو انعكاس لبيان 
f‏ بالنسبة للمحور ‏ كما هو واضح في شكل (128-ب). 


الدالة گر3- M(x)= МА‏ هي في الواقع h(x)=./f(x)‏ ونطاق h(x)‏ 
هو قیم ‏ التي f(x)» 0 daai‏ أي أن نطاقها x<‏ 0 لذلك فبيان 


)10 يقع فقط في зэр‏ | ,0 | وقيم Ma)‏ هي الجذور التربعية لقم 


f(x)‏ المناظرة شكل (128-ج). 
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تمارین )5-5( 


فیما يلي من )1( إلى )24( ناقش وارسم بیان الدالة ‏ . 


qi 1‏ ها کت( 
il - 0 (J= Е. e)‏ 


f()e-3xxbe9 (6) — f(x)e2x J + x+2 (5) 


E Ñ 8 х? -- 2 
E — (09 مدوم‎ 0) 
Ю5)-1-х)/252 (2) = хо (1) 
f(x)- 2х m (4) — f()exM(x«1) — (13) 
f(x) = 4 - 2 (x3) (16) -2 (15) 
то — (i) f(g- aw acan 
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x+4 ۲-3 
11 х) = 20 Ё х) = 19 
(9--2-, (20) 99-571 (19) 
مروت‎ -3x46 2x? - 2-4 
f(x)= 2 (22) f(x)= 2 (21) 
x = 0 زر‎ + ۲-2 
f(x) - 222 04) — fme] روم‎ 
х-1 x—1 
0 xe 
3(x-1) l< > 3 


Ңх)=4-7х2 -54х-87 | ,3> > 5 
806 - х)? ,5 > > 6 


6 <1 و 0 


في التمارین من )26( إلى )31( s=‏ القیم القصوی ونقط الانقلاب وخطط 


. 1 بیان‎ 
2x х? 
f(x)= "mS (27) f(x) ce (26) 
_ —4 8) 3x 
f(x)= RNC (29) f(x) 26 (28) 
f(x)= 8x + 2. (31) єх)= = 5 (30) 


خطط بیان f‏ من )32( إلى )44( 

2x? + x-6 
33 f(x= ~ 32 
m (0 х? +3х+2 (32) 
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ЛА‏ السادس 
تطبيقات على التفاضل 


سوف نهتم خصوصا بالتطبيقات التي تبحث عن النهايات العظمى أو الصغرى 

للدالة. 

فإذا كانت Q‏ كمية فيزيائية تتغير مع متغير مستقل × على النحو f(x)‏ -0- 

فلذا كانت f(x)‏ قابلة للاشتقاق فاٍنه من الممکن استعمال 40 لإيجاد القيم 
qx‏ 

القصوی للكمية Q‏ . آحیانا نسمي القيمة ial es paill‏ المفضلة optimal‏ 

¿value‏ فقد تکون АА]‏ المفضلة هي العظمی تارة وقد تکون الصغری تارة 

لأخرى. ونسمي هذه «АЙА‏ مسألة الحصول على القيمة المفضلة 

.optimization problem‏ سوف نبدأ بتطبيقات عامة ثم نعطي تطبيقات 

خاصة في الميكانيكا والاقتصاد والعلوم الاجتماعية وعلوم الحياة. 


بند 1-6: تطبیقات على القیم القصوی 

da‏ (1): لوح معدني مستطیل عرضه 001 120 وطوله 07 ۰180 ثني من 
نهايتي الطول جزئین طولیهما × . أي أدير QBCS‏ حول QS‏ زاوية قائمة 
وکذلك APRD‏ حول PR‏ زاوية قائمة بحیث .DR= SC‏ 

اوجد مقدار DR‏ أو SC‏ بحیث بسمح الجاروف المصنوع بهذه الكيفية من 
дах‏ آکبر كمية من المادة آثتاء الجرف. 
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dea 


A' B' 
2 
A ۱ . | 
| | | 
| | 
| | 120ст 
Эл Í 
1 5—X—t 


| 

| 

T : 
бо 
e 
3 


شکل (129): مثال )1( 


تتحدد سعة الجاروف cus‏ عرضه RS‏ وارتفاع جوانبه .SC' j RD'‏ 
أي هذه المساحة آکبر ما یمکن. إذا رمزنا للمساحة بالرمز А‏ فان 
A= x(180 —2 x)‏ 
=180х-2х2 , 0<х<90‏ 
لأن x‏ آکبر من 0 ولأنها آقل من نصف الطول وللحصول على А‏ 


القصو ی 
180—4x‏ 2228 
dx‏ 
0- 
يؤدي إلى х= 45сҝстп‏ 
2 
وبما أن Ed‏ 
dx‏ 
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وعلی ذلك يثنى جزء طوله 45011 x=‏ من نهايتي الطول للحصول على 
أفضل جاروف. 


مثال (2): یراد صنع علب للمشروب تسم کل منها 100607 من التن» على 
254 3 اه اة اة شاوی ی بر لافطا do coquat АЕ‏ من 
' 10 


ارتفاع الأسطوانة تستخدم للبرشمة. 
آوجد آبعاد هذه العلب بحیث تكون بأقل تكاليف ممکنة. 
الصل 
بفرض ЛЖ шаг‏ الارتفاع. 
حجم العلبة V‏ 
V = rrh‏ 

o3 

“مم = 100 


آو 
100_ 
лг?‏ 5 
مساحة الشريحة المستخدمة في الصناعة» 
مساحة الحافة + مساحة القاعدتين + المساحة الحانبية = A‏ 


h 


A= 2rrh + 2лг? + 2zr uc 


= 2m hs 23 
10 
= шинэ 
10 
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100 


ولتقلیل التکالیف يجب جعل هذه المساحة آصغر ما یمکن. بوضع ВЕ.‏ 
ЛГ‏ 
A= 2m r4)‏ 
ЛГ‏ 
20 ۲۳ 
Г‏ 
dA gpr 0‏ 
r?‏ 0 
والقيمة القصوی ل A‏ عندما 0= A‏ 
2nr— 29 = 0‏ 
r‏ 
2nr? - 0-0‏ 
1 
e‏ 
r=| —‏ 
11 
r= 3.25ст‏ 
100 _ 
z (3.25)‏ 
h=3cm‏ 
و الشریط المستخدم للبرشام عرضه 0.3cm‏ وطوله 2лг = 20.4ст‏ 
Las‏ آن 
d^ A 440‏ 
dr r‏ 
موجبة داتما. 13 القيمة القصوی للمساحة هي النهاية الصغری للمساحة 
المستخدمة. 
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مثال )3( 

أوجد آکبر حجم اسطوانة داثرية قائمة من الممکن أن تمس حافتي قاعدتها 
السطح الداخلي لقشرة كروية نصف قطرها R‏ . 
الصل 
لكي نعبر عن حجم الاسطوانة (شکل 
0 ۰۷ بدلالة متغیر واحد. نوجد 
أو لا ¿paspa ае‏ 
ونفرضه 7 وارتفاعها ونفرضه .h‏ 
SUN ss,‏ ا 


فیتاغورث» 
h 2‏ 
К? «(8 dera‏ 
2 
Sag.lg‏ 
4 
و الحجم «V‏ 
V-nr^h‏ 


dv. 
dh 
e. ü -žr (=0 
dh 4 


124362 
3 
2 
h=— 
43 
وعندئذ»‎ 
2 
г? = Б? 5. 
3 
2 
r-—-R 
43 
حجم الأسطوانة :312441 هما‎ .. 


وواضح أنء اختبار المشتقة الثانيةء 


2 
d v_ 106 3 3 
dh? 2 


axis ا‎ e ا‎ л УЛ ан 


co ومقدار‎ 
Viat = 717. R? 2288 _م‎ 203 рз 
3 9 
Е 4л-/3К? 
9 
(4) مثال‎ 


أبحرت سفينة А‏ في الساعة العاشرة صباحاً من نقطة إحداثياتها الکارتیزیان 
)40,10( کم متجهة نحو الشمال (المحور (y‏ بسرعة 50 (کیلومتر /ساعة) 
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في نفس الوقت الذي آبحرت فيه سفينة B‏ من النقطة )80,40( کم بسرعة 
0 (کیلومتر /ساعة) غربا متی تصبحان آقرب ما يمكن لبعضهما والمسافة 
بینهما عندئذ. (شکل 131 ). 


بعد زمن قدره ۶ تكون A‏ قد قطعت مساقة = السرعة x‏ الزمن = 50t‏ شمالا 
; آصبح إحداثياتها )40,10,50£( 
في نفس هذا الزمن تكون B‏ فد قطعت مسافة 60f—‏ غرباً 
وأصبح «айы‏ )60,40 — 80( عندئذ یکون البعد Цан‏ هو 
"رز - -x) + (y>‏ ودال. D=‏ 
Jj‏ 
D? = (40 — 60t? + (40 — 50t)°‏ 
لمراد أن تکون d‏ وبالتالي Жэ d?‏ ما یمکن» 

2 
Й?) оао )زرده‎ o) 140 - sry 50)-0 
200 بالقسمة على‎ 


-6(4-6t)-5(4-5t)=0 
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—24+36t—20+25t=0 


6lt = 44 

Tias: hours 
61 MT 
ثانیه دقيقة‎ 


t=0.7213 h=43 17 
=12200 > 0 وحیث أن‎ 
صغری هي‎ ile D di .. 
Dîn = [40- 60x а +] 40 -0« 2 


- 3 
Dj, 25.13 km 


مثال (5): 


13 وضع جسم О‏ في الهواء على ارنفاع ما عن سطح البحر تکونت له 
صورة 1 داخل الماء. وأي شعاع ضوئي يصدر من الجسم بنکسر حين 
تاک تاه امس وين ارام وب ریش ری E‏ وی زر 
بين الشعاع الساقط و العمود على السطح الفاصل» ,۰0 زاوية السقوط. 


(уай;‏ قاعدة فیرمات على أن الضوء يقطع الطریق من الجسم إلى الصورة 
في JE‏ زمن ممکن. فاذا كانت Dp‏ سرعة الضوء في الهواء» را سرعة 


الضوء في الماء 
v‏ ,5180 


—. قانون سنل»‎ сайа 


(о 
sin 05 U2 


34 


الحل 
نفرض الشعاع الساقط من О‏ قابل 
ahul‏ لفاصل في p‏ وانکسر 
ДҮ дэ‏ الصور: ]. 

ونفرض كما بالشکل. мі р‏ 
مسافة X‏ عن O а‏ على 
السطح الفاصل» O,‏ 

كما نفرض الافقي Jü 1 xe‏ 
الرأسي عند O‏ في نقطة 0. 
وأن ۰00-۲ 0-0 


OP المسافة‎ ô 
= —— 2| = ۱ ۰ мар, | 5 3l 
PE السرعة‎ p إلى‎ O لزمن المستغرق من‎ 
РІ . المسافة‎ 
ч. — 7 1 إلى‎ р والزمن المستغرق من‎ 
0; الزمن‎ 
إلى 1 هو‎ O الزمن الكلي من‎ .. 
Torone E 
U ولا‎ 
РГ = a? + (b— x) " 
ОР = (h- a)” + x 3 
h+a) + x a(b- x)” 
pray ex! у (5-3) i63 
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dT 
—( dade تحدث‎ T والقيمة القصوی للزمن‎ 


ç 


dx 
آي‎ 
dT 1 1 1 1 
ام ا ا ا ا‎ 
dx v, 2 (h+ ay +x D, 24a (b—- xy 


L X 227 (b— x) 20 
Vi 2 |(h+ a. + х2 2ا‎ 2Ja2(b—- х)? 
x x 
sin 0 .سس‎ «OSA ومن هندسة‎ 
op J(h+a) + х2 
sin 0 шанаа ue 
2 جح‎ = 
pl Ja? +(b— xy. 
sin 0, sinO, 2 
0 12 
Su _ 0 as 
sin0, U2 
(6) مثال‎ 


النقطتان (4)4,16 B(8,2).‏ ثابنتان والنقطة p‏ نتحرك على المستقيم 
у+х=0‏ وبالتالي نتغیر الزاوية < ۸۳8 = 0 آوجد آکبر قيمة ممکنة 
Зул‏ 0. 
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ال 
نفرض أن p з‏ 
هما (x, y)‏ لکن 
م تتحرك على المستقيم 
y--x‏ 
оу‏ احدائیا p‏ هما р(х-х)‏ 
ميل المستقیم «АР‏ 
y-16 -х-16‏ .| 

| X-4 x-4 
BP ميل المسنقیم‎ » 


1 Х-9 B Х-9 


(х-16) (х-12) 


2а20Х-4 Х-8 
ЯЛ (х-12Хх-16) 


(x- 8(x- 4) 


5 (x-8(x-16)- (x- 4(x-12) 
` (x-8X(x-4Xx-12Yx-16) 


80 +40 


= + = 
2х2 +16х+224 х +8х+112 
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ویکون مقدار 120 آکبر ما يمكن عندما یکون المقام أصغر ما یمکن؛ 
أي الدالة f‏ نهاية صغری ۰ f(x)= х2 +8x+112‏ 
Ё(х)-2х-8-0‏ 


х--4 (ач ца 
"(x)= +2 وعندها‎ 
f(x) نقطة تناظر نهاية للدالة‎ × = -4 .. 
T E jc 4) 
-16-32-112 
= 6 
40 : 
tan Omax = Se إذن‎ 
tan Е = 12 


(أخذنا مقدار tan O‏ لأن الاشارة هنا ضرورة لها فالمطلوب مقدار آکبر 3595( 


ا = Omax‏ 
12 
مثال (7): 


اسطوانة دائرية قائمة نصف قطرها К‏ ملتحمة مع مخروط داثري قائم 
رأسي قاعدته مطابقة لقاعدة الاسطوانة المتصلة به. 13 كان حجم الحدید 
المستخدم في صناعة هذا المجسم هو ۲7 ۰ أوجد المساحة السطحية للمجسم S‏ 
بدلالة V ¿R‏ وزاوية نصف رأس المخروط 0. ثم أثبت أن هذه المساحة 
أصغر ما يمكن عندما 248.27 0. 
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الخ 
بفرض ارتفاع المخروط هو 8» فان 
R‏ 
tan 0 = —‏ 
h‏ 
h= Rcot0‏ 
وبفرض pli‏ الاسطوانة Н‏ 


V= rR? H + Rh 


o3 
Б СИЕ" 
rR 3 
V R 
НЕ 26060 
rR 3 
СЕРА الاق‎ 
E JB 
—— A.A. 
S= 2aR.H -«aR JR + + nR? 
مس ر سس سس س ا‎ 
الإسطوانة‎ D القاعدة‎ 


R 
S= ай - Кон م[‎ R? + R° cot? 0 + aR? 
rR 3 


-t R? cot0 + zR? V1 + cot? Ө + rR? 


1+ cot? 0 = csc? 0 ولکن‎ 


s- 2 + وم +۱ ]تام‎ E 
R 3 


319 


وللحصول على قيمة S‏ القصوی. 
dS‏ 


ша r - cscÓ cot Ó + 2 1 
dO 3 


= rR? Е = 22 


والعدد الحرج عندما 2-0 0 csc0 z‏ 


20500 - 0010 = 0 
2 cos0 20 
351 sin0 


0248.2 >= ج = 050 > 0= 2-5050 > 841020 
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تمارین )1-6( 


1( صندوق مفتوح قاعدته مستطيلة يراد صنعه من لوح کرتون مستطیل 
الجوانب الناتجة بزاوية قائمة. آوجد طول ضلع المربع الذي يقطع 


شکل )135( 


2( حاوية أسطوانية بدون غطاء يراد أن تسع 247 بوصة مربعة من سائل. 
ن دة Ae osi asta‏ فا Е‏ 19 کرش dali] СИ‏ 
وثمن المادة المستخدمة لصناعة السطح المنحنی 5 قروش للبوصة المربعة. 
as jl‏ أبعاد الأسطوانة اللازمة لثقلیل التکالیف ما آمکن. 

3( آوجد آکبر حجم لأسطوانة داثرية قائمة оба‏ أن ترسم داخل مخروط داثري 
قائم ارتفاعه 12 سم ونصف قطر قاعدته 4 سم ولها نفس محور المخروط. 
4( طریقان متعامدان آحدهما يمتد من الجنوب إلى الشمال والثاني من الغرب 
إلى الشرق. وفي الساعة 10:00 صباحاً مرت سيارة بنقطة ‏ متجهة 
شرقا بسرعة ثابتة 40 کیلومتر في الساعة. وفي نفس اللحظة مرت 
سيارة آخری بنقطة شمال P‏ وتبعد lie‏ 20 کم وهي متجهة جنوبا 
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بسرعة 50 کم/ساعة. حدد اللحظة التي یکونا آترب ما یمکن من بعضها. 
(شکل )136((. 


شکل )136( 


5( رجل في قارب على بعد 2 کم عن ضفة نهر برغب الوصول لنقطة على 
لشاطیم نقع ule Ауа‏ بعد 6 کم. D‏ کانت سرعة القارب 3 کم لساعة 
وسرعة المشي على الطریق 5 کم/ساعة. آوجد US‏ زمن لازم الوصول 
إلى هذه النقطة (شکل )137( ). 
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6 يمتلك فلاح 60 متر طولي من الأسلاك الشائكة يرغب لعمل سور لحقلین 
منفصلین كما في (КА‏ )138( آحدهما یکون مستطیلا طوله ضعف 
عرضه والثاني مربع الشکل. أوجد آبعاد الحقلین إذا علمت أن الفلاح يريد 
الحصول على آکبر مساحة ممكنة للحقلین. 


شکل )138( 


iad AB (7‏ اعلانية ارتفاعها 2 Ља‏ 
Aa Aia‏ عامود رأسي ارنفاعه 6 
АА‏ ینظر إليها شخص على الأرض. 
ولكي gian‏ آحسن روية يجب أن 
تکون الزاوية بين الشعاعین من العين 
لقمة وقاع اللوحة (0) آکبر ما یمکن. 
آوجد هذه الزاوية القصوی وبعد 
الشخص عن قاع Maie зул)‏ شکل )139( 
(المسافة (x‏ شکل )139( 
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8( أوجد القیم القصوی للمقدار 2 إذا کان: 


y+u=10 » z= xy -i 
(2 +1)у=324 ¿z=4y+22 ب-‎ 
x— у= 0 . Z= ر‎ +y E 


یراد صناعة صندوق مربع القاعدة بغطاء حجمه 100سم 7 بحیث تکون 
مساحة الرقيقة المستخدمة في التصنیع آصغر ما یمکن. آوجد آبعاد هذا 
الصندوق. 


عمودي على أرض أفقية ويوازي 
واجهة منزل ويبعد عنها مسافة 
3 متر. كما بشكل (140). 
أوجد السلم ذا أقل طول الذي 
يمكن أن يستند على № оа‏ 
والسور والمنزل. 


10( سور ارتفاعه 2.5 متر مبني 


as (11‏ بعدي مستطیل له اکر 


ЗАЙ‏ یمکن رسمه داخل 
نصف داثرة نصف 4 га‏ 
hoi‏ وقوع آحد حوافه على 
قطر النصف داثئرة. شکل 
(141) شکل (141) 
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ЗАА (12‏ على (КА‏ هرم منتظم مربع القاعدة إذا كان مساحة القماش 
المستغل في صناعة الأوجه المثلثة الاربعة هي X ¿S‏ طول ضلع القاعدة. 
coca‏ حجمها آکبر ما يمكن: عندما ۶-2 hutas‏ ارتفاعها. САА‏ 
(142) 
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إن التغیر هو خاصية تحکم معظم المنظومات الطبيعية و المنظومات الاجتماعی 
ویعطینا الحسبان أحسن الطرق لدر اسة هذه المنظومات. وسنحاول هنا اعطاء 
صورة لبعض تطبیقات المشتقة لعلوم الاجتماع وعلوم الحیاة. 

أ- في الاقتصاد 

إن الدخل والربح مثلا يعتمدان على تأرجح التكاليف و الأسعار والتي بدورها 
تعتمد على تغيرات العرض والطلب. 

والاقتصاد هو ما يحاول حل مسائل القيم المفضلة التي توفر الاستخدام الفضل 
للموارد. 


مثال (7): 

مصنع ينتج سلعة تكلفة القطعة منها 12 دينار وعليه تكاليف شهرية ثابتة 
قدرها 10000 دينار. إذا كان ثمن بيع القطعة 20 دينار. ما هو عدد القطع 
الواجب إنتاجها شهرياً حتى يضمن عدم الخسارة. 


الحل 
С(х)-10000-12х‏ , التكاليف الكلية 
Ар 0000‏ , متوسط تكلفة القطعة 


R(x)=20x‏ , العائد الشهري 
са, Р(х) = R(x)- C(x)‏ الشهري 
20x— (10000 +12 x)‏ = 
تکون المنظومة كيت " e break-even‏ أي بدون خسارة عندما ینعدم الربح؛ 
P(x)= 0‏ 
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أي عندما 0 = 8x—10000‏ 
х-1250‏ 
+ انتاج 1250 قطعة Y‏ ینجم dic‏ خسارة ولکن بدون ربح. 
واعمؤما 2813 × аж‏ الوعدات المنتجة: فان الاقسانیین يستعملون :24 
P ¿R cc «C‏ المعرفة على النحو التالي 
1( دالة التكلفة: سعر تكلفة x‏ من الوحدات- 0:0 
2( دالة متوسط التكلفة: dje‏ 
2 
متوسط تكلفة الوحدة = 
3( دالة العائد: العائد عن بيع × من الوحدات R(x)=‏ 
4( دالة الربح: P(x)= R(x)- C(x)‏ 
آرباح بیع X‏ من الوحدات = 
وإذا كانت f‏ هي آحد الدوال السابقة فان هامش ЗАА!‏ المناظرة هو ۶ . أي 
أن COR ۰0 С‏ "م هي دالة (ААА‏ التكلفة АМ,‏ متوسط التکلفة ودالة 
هامش العائد ودالة هامش الربح على الترتیب. أي أن C‏ هي معدل تغیر 
التكلفة بالنسبة لعدد الوحدات المنتجة و هکذا. 


مثال (8): 
توصلت شركة أن AUS‏ إنتاج ‏ من الوحدات يعطى بالعلاقة. (بالدینار )؛ 
C(x) = 200 + 0.05 + 0۴‏ 
أ- آوجد تكلفة ومتوسط АА)‏ وهامش التكلفة لانتاج 500 وحدة ولانتاج 
0 وحدة. 
ب- قارن هامش التكلفة عند с‏ 1000 وحدة بنظیره عند انتاج 1001 وحدة. 
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C(x)= 200 + 0.05x+ 0.0001x° 
daz C(x) 200 


= —— + 0.05 + 0.0001 x 
X X 
C'(x)= 0.05 + 0.0002 x هامش التكلفة‎ 
х= 500 Lc -Í 
С(х)= 250, c(x)*0.5 , C'(x)= 5 
х= 5000 Lue, 


С(х)= 2950 , с(х)= 0.59 , С(х)-1.05 


2 = 1000 عندما‎ =a 
C(x)2350 , c(x)20.35 , C'(x)= 0.25 


x=1001 عندما‎ 
C(x) - 5 
C(x) الفرق في‎ 
C(1001)— C(1000)= 0.25 
ом, 
C'(1000)= 0.25 
أي أن‎ 


C(1001)— C(1000)= C'(1000) 
أي أن‎ . P(x) كان عدد الوحدات المباعة × عندما یکون سعر البیم هو‎ 13 
من الوحدات.‎ X هو ثمن السلعة عندما یکون الطلب هو‎ Р(х) 
R(x)= xP(x) ¿se تسمی دالة الطلب» ویکون العائد‎ Р(х) 
يسمى هامش 313 الطلب.‎ P'(x) 
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خت P(x) аас‏ یصاحبه عادة $355 axe‏ السلع المباعة ‏ . آي V‏ 
Р(х)‏ هي دالة متناقصة. 
أي أن 0 P'(x)<‏ لكل ×. عادة نرمز ل P(x)‏ بالرمز 5 وعادة ما 


مثال (9): 

الطلب ل وحدة يرتبط بسعر بيع القطعة S‏ تبعاً للعلاقة 
Alla as d . 2+ 82 -12000 =0‏ الطلاب ودالة هامش الطلب ودالة العائد 
وهامش العائد. أوجد X‏ من أجل أكبر عائد ممكن وأوجد هذا العائد. 
الصل 
2х+ 8? –12000=0 (i‏ 
دالة الطلب ۰ Р(х)= $-412000—2x‏ 


R(x) = xP( x) ‹ 
-x412000-2x | دالة العاند.‎ 
-1 
Р(х)- هامش الطلب»‎ 
(s) 412000 - 2x а 
„ıı 12000-3x "TM 
БИ гү ES 
Ё(х)-0 عائد عندما‎ ші 
12000 —3x 20 
حرج هوء‎ Me إذن یوجد‎ 


4000 × 
ولما كانت R'(x)‏ موجبة لما 4000 > > 0 وسالبة لما 


4000 > x < 6000 
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.. عند 4000 =× يوجد نهاية عظمی «Ш‏ هي 
Ках = R(4000)- 253000 ju:‏ 


مثال )10( 
اکتشفت شركة الکترونات أن تكلفة إنتاج АЙ x‏ حاسبة في اليوم هي )3441( 
C(x) = 400 + 5+ 0.032‏ 
لذا بیع کل АЙ‏ حاسبة بمبلغ D.L‏ 20 آوجدالانتاج الیومي الذي يؤدي 
لأعلى ربح. 
Ja‏ 
C(x) = 400 + 5x-- 0.03x*‏ = سعر التكلفة 
20x= R(x)‏ = سعر البیع 
R(x)- C(x)‏ = الربح الیومي 
Р(х)= R(x)- C(x)‏ 
-15х-400-0.03х”‏ 
وتکون P(x)‏ عظمی عندما 
P'(x)= 0‏ 
-15-0.06х-0‏ 
Х-250 Calculators‏ 
ویلاحظ آن» Р"(х)--0.06‏ 
s.‏ عند العدد الحرج 250 — X‏ توجد فعلا نهاية عظمی 
Раҳ = Р(250)‏ 
D.L‏ 1,475 = 
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ب — في العلوم الاجتماعية و الجغر افية 

يدرس کل من الاجتماعیین والجغرافیین ظاهرة الانتشار الاجتماعي 
¿Social diffusion‏ أي انتشار معلومة معينة» j‏ اختراع تكنولوجي أو بدعة 
ما عبر السکان. إن آفراد المجتمع یمکن أن ینقسموا إلى هوّلاء الذين یعرفون 
المجموعة والاخرین اللذين لا یعرفنها. 
ومعدل الانتشار يتناسب مع عدد ХУ!‏ 3 اللذین یملکون المعلومة وعدد الأفراد 
اللذين مازالوا لم تصلهم. 
إذا كان × هو عدد الأفراد المالكين للمعلومة» وعدد السكان هو ۰۷ وكان 
معدل الانتشار هو r(x)= x ‹ г(х)‏ فإن» 


۱ r(x) oC x(N— x) 
r(x) = 104۷ — x) 


حیث k‏ ثابت التناسب. ویبلغ هذا المعدل آقصی قيمة عندما 0 = (х)‏ أي 
N‏ 

.X=— 

2 

أي أن معدل انتشار المعلومة يتزايد حتی یصبح نصف الناس على де‏ بها ثم 
يبدأ في النقصان. 


ج - في علم الأوبئة: 
نفس مبدأ انتشار المعلومة ينطبق على كيفية انتشار الأمراض المعدية. إذا كان 
эс 5‏ المرضى» 7 عدد اللذين مازال المرض لم يصلهم» № عدد السكان. 


ks(tyr(t)‏ هك 


-- 
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(0= м (0) 
لذلك‎ 
S= — [sé 
= -ps(N— s) 
А د‎ 


إذا فرضنا بيئة بسيطة بها عينتان من الحيوانات» أحدهما يفترس الآخر 
ولتصوير هذا النموذج تصور ثعالب مفترسة تفترس أرانب. 
الأرانب تعيش على البرسيم وهو Аяа‏ ولكن الثعالب لها إلا الأرانب كغذاء. 
فإذا كان 
F(t) R(t)‏ هو تعداد الأرانب والثعالب على الترتيب عند АЫ‏ 1. 
نجد أنه إذا لم يكن هناك ثعالب 4( 0 F(t)=‏ فان دالة النمو للأرانب» 

R'(t)= aR(t) 
مقدار ثابت.‎ 2 Cus 
. 2 ثابتة وتساوي‎ ВУК أي أن نسبة تزاید الأرانب‎ 
فان الثعالب تكون في تناقص‎ К()-0 إذا لم يكن هناك آرانب أي‎ ul 
مستمر‎ 
F'(t) - -nF(t) 

> 7 مقدار ثابت» أي أن الثعالب ستواجه تناقص مستمر بنسبة Au‏ 


ولکن الحالة الهامة ولاکثر إثارة هي عند وجود النوعین. 
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فان معادلتي النمو یحتویان على الجداء ОУ .R(t)F(t)‏ عدد مرات قتل 
الأرانب بو اسطة الثعالب یتناسب مع عدد مرات المواجهة بينهماء الذي بدوره 
پتتاسب مع كل من RO)‏ و F(t)‏ أ مع F(t)R(t)‏ وکل عملية Jä‏ 
تقلل عدد الأرانب R(t)‏ 
ویقلل من قابلية نمو التعالب أي أن» 
R(t)- R(tXa - bF (t))‏ 
F'(t)= F(tKmR(t)- n)‏ 
рет‏ ثوابت. 
وبما آن 0 F(t)»0 « R(t)»‏ فان إشارتي dia F'(t) R(t)‏ إشارتي 
a- bF(t)‏ و mR(t)-n‏ على الترتیب. 
ویحدث استقرار عندما 0 F'(t)- 0 « R'(t)‏ 
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تمارين 2-6 
تتوقع شركة معدات إلكترونية أن تكلفة ‏ من الآلات الحاسبة يوميا هي 
C(x) = 500 6x-- 22‏ 

إذا بيع كل آلة حاسبة بسعر 18 دينار. أوجد : 

أ) دالة العائد. 

ب) دالة الربح. 

ج) الإنتاج اليومي اللازم لجعل الربح أكبر ما يمكن. 

د) النهاية العظمى للربح اليومي. 


2) مكتب يتكون من حجرتين ومساحته الكلية 100 متر مربع. يوجد بابان 
أحدهما بين الحجرتين والآخر باب الخروج. كما بالشكل. عرض كل باب 
1 متر. إذا كانت تكاليف دهان المتر الطولي من الحائط هي 10 دينار 
(مم حذف الأبواب) اثبت أن تكاليف دهان الحوائط C(x)‏ حيث X‏ 
عرض المكتب هي 

200 

С(4)-104(эх-24:20 

Х 
لكل‎ C(x) آوجد الخطین التقاربیین الرأسي والمائل وارسم بیان‎ 
أوجد التصمیم الذي يقلل التکالیف لأدنى حد.‎ × < 0 


شکل )143( 


334 


3( في ale‏ الكيمياء الحيوية تعطی الاستجابة الحدية العامة بالمنحنی 
R= ks" /[s" +a”)‏ 
К Cus‏ هي الاستجابة الكيميائية المناظرة للترکیز S‏ من مادة کل من 
a «<n «<k‏ 
ثوابت موجبة. ومثال على ذلك هو المعدل ۸ الذي يزيل به الكبد الكحول 
من تيار الدم عندما يكون تركيز الكحول 5 . 
وضح أن R‏ دالة تزايدية في S‏ وأن R=k‏ هو خط تقاربي أفقي للمنحنی. 


4( صانع أفران ميكرويف يعين تكاليف إنتاج × من الأفران من المعادلة 
C(x) = 4000 +100x + 0.05 x? + 0.0002 х”‏ 
قارن هامش تكاليف إنتاج 100 فرن بتكاليف إنتاج الفرن رقم 101. 


5( مجرى مائي хай‏ مقطعه على شكل حرف V‏ يصنع من آلواح معدنية 
عرضها 25 سم أوجد زاوية الرأس بين جانبي المجرى التي سوف تجعل 
كمية الماء التي يحملها أكبر ما يمكن. 


شکل )144( 
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ai‏ )3-6( : تطبیقات في الدینامیکا. 
نستعمل في هذا البند المشنقات لوصف وتحلیل آنواع مختلفة من الحركة» فغالبا 
ما ساعد الحسبان في دراسة الأجسام المتحركة وسوف نكتفي هنا بحركة الأشیاء 
في خط مسنقیم. حیث سوف نعتبر أي جسم متحركء کبیرا كالسيارة والقطار 
أو صغیرا مثل الکترون متحرك كأنه نقطة P‏ والطریق الذي نتحرك فيه هذه 
النقطة كمستقيم /. à‏ كان إحداثي النقطة ‏ على هذا الخط عند زمن Ё‏ 
هو ¿s(t)‏ فان s(t)‏ تسمى دالة الموضع للنقطة P‏ إذا كان 0 رأسيا فان 
s(t)‏ تستبدل y(t)‏ ولذا كان / أفقيا استبدلت s(t)‏ ب x(t)‏ وسرعة 
النقطة Р‏ هي معدل تغير (5)4 بالنسبة للزمن» (3)4» ويرمز لها بالرمز 
.v(t)‏ 
=v(t)= s(t)‏ 321 
وتسمى v(t)‏ دالة السرعة ولذا كانت v(f)‏ موجبة على فترة معينة فان 
š(t)> 0‏ أي أن slt)‏ متزايدة وتتحرك نقطة P‏ في الاتجاه الموجب 
للمستقیم /. آما إذا كانت v(t)‏ سابة فان s(t) š(t)<0‏ متناقصة 
فتتحرك P‏ في الاتجاه السالب وتکون 0 -(1/)4ء عندما تغير P‏ اتجاه 
حرکنها. آما مقدار السرعة بصرف النظر عن إشارتها МЕ) ¿Í‏ فیسمی 
"الإرقال 50660" أو حتى یسمی مقدار السرعة كما هو . 
العجلة P ill a(t)‏ عند زمن Í‏ هي معدل تغير السرعة بالنسبة للزمن. 
-а(1)-4(1)‏ العجلة 
آو a(t)= s(t)‏ 
تسمى a(t)‏ دالة العجلة. ویمکننا إعادة كتابة aft) «v (t)‏ على النحوء 
ds dv d°s‏ 
Wc e‏ 
وتکون العجلة موجبة عندما تکون السرعة متزايدة Maie‏ تسمی تزاید وتکون 
سالبة عندما تکون السرعة متناقصة و Maie‏ تسى تقصیر ç‏ 
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a(t)» 0 تسمی تزايد أو تعجیل ج‎ alt) 
a(t)< 0 — تسمى تقصير أو تباطو‎ a(t) 
4()-0 عندما تکون السرعة قصوی ج‎ 


مثال (11): 
d АХ‏ نقطة Р‏ في خط مسنقیم بحیث تعطی دالة الموضع S‏ بالعلاق 
s(t)- © -15 + +0‏ 
أوصف الحركة أثناء الفترة [1,9]. وأوجد إزاحة الجسم في هذه الفترة 
والمسافة الفعلية التي تحركها. 
Ja‏ 
EER don‏ 
v(t)= s(t) = 322 -30t +63‏ 
a(t)=v(t)=6t—30‏ 
نجد أن 0 2 v(t)‏ عندما 
63-0 +301- 3102 
21-0 +101- 2 
(-3Х:-7)-0‏ 
4( عندما 3 <۰1 7={ 
أي أن الجسم غير اتجاه حرکته مرتان عند 3 < 1 عند 7-( 
وببحث إشارة cv (t)‏ على الفترات الجزئية )7,9( ,)3,7( ,)1,3( 
نجد السرعة تغيرت إشارتها من + , - , + على الترتیب 
أي أن الجسم تحرك إلى اليمين من 4-1 إلى £23 ثم إلى الیسار من 
53 إلى ач ет‏ إلى qoo‏ 
المواضع (5)1» «s(7) «s(3)‏ (5)9 هي كما يلي: 
s(9)=91 .s(7)=59 .s(3) 2 91 ‹5(1)= 59‏ 
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сэ)‏ الجسم في هذه Ай‏ من (5)1 إلى s(9)‏ أي الازاحة الناتجة هي 
s(9)— s(1)‏ 
s9 -91-95 -2‏ الإزاحة = و1 
cal‏ أزيح الجسم يمينا مسافة 32. 
ولكن الواقع أن الجسم تحرك من (5)1 إلى (5)3 لليمين 
ثم تحرك من (5)3 إلى (5)7 إلى الیسار 
ثم من (5)7 إلى (5)9 إلى اليمين 
يميناء Di = s(3)- s(1)=32‏ 
D;,2s(7)-s(3)2-32 4.‏ 
z‏ 
يميناء  Dy -s(9)-s5(7)232‏ 
متر 96 = dio —|Dis| + [Dy | + |D;9|‏ المسافة الفعلية 
لاحظ أن الاز احة الكلية 
متر 232 Dy; + Djo‏ + و = Djo‏ ( آنظر شکل )145( ) 


0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0 


شکل )145( 
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مثال )12(: 
قذف صاروخ رأسيا إلى أعلى بسرعة m/s‏ 140 فوجد أن المسافة الرأسية 
فوق سطح № а‏ بعد زمن 1 ثانية هي بالمتر» су‏ 
y(t) - 1401-4۴‏ 
as d - T‏ الزمن والسرعة عندما یصل الصاروخ للارض. 
ب - آوجد آقصی ارتفاع للصاروخ عن سطح الأرض. 
ج - أوجد العجلة عند أي لحظة زمنية „t‏ 
22:23 
أ- یتحرك الصاروخ على محور ۰ ونقطة الاصل على الارض. وسنعتبر 
الصاروخ کجسیم صغير یکون الجسيم على 


الأرض عندما 0 = Е y(t)‏ 
أي 0- 1401-498 

t (140-4.9:)-0 
У()-10г-4.92 أي عند اللحظتین‎ 
t=28.57s ۰1-0 


1-0 هي لحظة الاطلاق» 28.575 = ) 

هي لحظة وصول الصاروخ مرة آخری 

للأرض. و السرعة التي يطرق بها الأرض شکل )146( 

v(28.57) «Ад 

v(t)= (0) 2140 —9.8t ولكن‎ 

v(28.57)=—140 m/s «3 

والاشارة السالبة تعني أن الصاروخ عندئذ متحرك إلى آسفل. 

نلاحظ أن سرعة الاطلاق وسرعة الوصول متساويتي الأرقال. 
v(28.57) 2140 m/s‏ = (0) ۷ 
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ب- آقصی ارتفاع» pax‏ يحدث عندما y=0‏ أي 0= ۷ 
-9.8t — 0‏ 140 


шин ج‎ (-14.298 ¿se أي‎ 


ولذلك آقصی ارتفاع هو 
Ymax = 114.29)‏ 


2 
| اد )190 = 
7 7 


= 1000 m 


o(t]=v(t)=—9.8m/s ج-‎ 


وهي عجلة ثابتة ناتجة عن قوة جذب الأرض للاجسام. 


Simple harmonic motion ) S.H.M ) التوافقية البسيطة‎ AS الحر‎ 


يقال لنقطة ‏ متحركة على مسنقیم / آنها في حركة توافقية بسيطة إذا كان 
إزاحتها عن نقطة الأصل s(t)‏ معطاة بإحدى العلاقتين 
s(t)= Acos(ot--à) 4 s(t)= Asin(ot+%)‏ 
حيث «А‏ 0( توابت. 
وفي هذه الحالة 
—Acsin(ot--$) 4 (0) = оАсоѕ(оғ+ф)‏ -()ذ 
s(t)=-—@ Аѕіп(оѓ+ф)‏ أو s(t)- —o^ Асов(өю(4-0)‏ 


أي أن كلا الحالتین آدت إلى أن العجلةء 

a(t)= —o? s(t) 
41:41:54 21 34 قالحر‎ Xu ضا تغرف الخر که التوافقية‎ EO E 
ودائما‎ S هي إذن حركة جسيم بعجلة مقدارها یتناسب طردیا مع مقدار‎ 
. 5 اشارتها مخالفة لاشارة‎ 
./ وفي الحركة التوافقية البسيطة تتذبنب  بين نقطتین على‎ 
هي آکبر إزاحة عن نقطة‎ АУМ Зам ولذلك فان‎ .- А + А ҺА) 


27 . : 
الأصل А‏ وزمن ХАА‏ هو — أما عدد الذبذبات كل ثانية أو ما نسميه 
@ 


@ 
التردد فهو . 

2n 
. تسمی الز اوية ۵ زاوية الطور‎ 
«Аме وبما آن‎ 


v =@Acos(ot+@) + s(t)= Asin(ot +$) 
sin” (ot + +(م‎ cos (wt + )ص‎ =1 
نحصل على‎ 


8, ost 


2275 2:0 = 
у= +o ۸ — 52 


السرعة آکبر ما يمكن Lue‏ 5=0 والعجلةح 0 بینما 0 у=‏ عندما 


а= -0?А ‹5= А 


1 


ومنها 
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مثال (13): 

يتحرك جسيم على خط مستقيم حركة توافقية بسيطة بين الموصفین 
10m »5 = 0‏ = و فبلغت أقصى سرعة له as d .50 m/s‏ سعة САА)‏ 
التردد والزمن الدوري وأقصى عجلة له. أين ومتى تصبح سرعته لأول مرة 
m/s‏ علما بأن ex‏ الحركة عند 270 = و . 


jd 
uad e qu 
50-04 > 0212.5 rad/s '? 
27 - 24 
الزمن الد‎ = =——=(0.503s 
Е 
تفرض أن‎ 


u= Аѕіп(оѓ+ Q) 
u = 4sin(12.5t4- (م‎ 
الازاحة بالنسبة لمرکز الحركة التوافقية البسيطة وهي نقطة‎ ou cus 
عند‎ amal التنصيف بين 8-2« 5-10 أي عند 6 = فیکون موضع‎ 
أي لحظة هو‎ 
S=6+4sin(12.5t + (م‎ 
5-241-0 بوضع‎ 
ى‎ < 6+ 4910 ۵ > sinp--1-— 0-2 


= و‎ < 6-41 
v(t)= $= 5010 ۶ 


rad/s (1)‏ تعني radian/second‏ أي زاوية نصف قطرية/ ثانية. 
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=25m/s ган‏ ۷ نجد أن» 
50sin(12.5t)‏ = 25 
l l‏ 
sin(12.5t)- —‏ 
- = 2.50( 
2 19-562 
6 


t=—s 
75 


«л و‎ 
S= 6—4cos 
6 


ЕЕ 
2 


ای 
Sx 2.536 т‏ 


السقوط الحر Free Fall‏ 
تبعا لقانون نیوتن للجذب العام فانه m AES АЈ‏ تتجذب نحو مركز الأرض 
بقوة نتتاسب مع كل من m‏ وكلة الأرض M‏ وعکسیا مع مربع المسافة من 


r إلى مركز الأرضء‎ m 


Х | = 


Ё О 


شکل )147( 
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وینص قانون نیوتن الثاني على أن حاصل ضرب الكتلة m‏ وعجلة حرکتها 
نحو مركز الارض يساوي القوة المسببة للحركة. أي أن 


F = та() = М 
Г 
G.M 
a(t)- — 
r 
ارتفاع الجسم عن‎ Уу «оа № نصف قطر‎ R حيث‎ r= R+y بوضع‎ 
سطح الأرض فان؛‎ 
(R+ y) 
فان‎ «y = 0 وعندما یکون الجسیم على سطح الأرض»‎ 


وبالت‌ویض عن ثابت الجذب العام ۰0 ونصف قطر الأرض M цах, R‏ 
نجد أن 2 пу‏ 9.8 ند g‏ 
وتصبح العجلة عند أي ارنفاع هي 


L | E 3| 


ولجمیع الاجسام سواء على سطح الأرض أو بالقرب من سطح الأرض Dus‏ 
К)‏ >> ) نکون» 

| a(t)- g 
وهي عجلة ثابتة تسمی عجلة الجاذبية الأرضية متجهة دائما لأسفل نحو‎ 
مركز الأرض. فإذا اعتبرنا محور الاحدائیات بنقط أصل عند سطح الکوکب‎ 
واتجاهه الموجب لاعلی فان العجلة تكون سالبة‎ 
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آي a(t)- -g‏ 
وحیث أن a(t]=v'(t])‏ فان دالة السرعة يجب أن تکون على الصورة 
v(t)» -gt c‏ 
Vo 2 0+‏ 
v(t)=vo - at‏ 
иин‏ هذه السرعة يجب أن تکون على الصورة 
Уе) = vot- 2 tc‏ 
فإذا بدأ الجسیم حرکته عندما كانت t-0 ГОН‏ فان 
Уу-0-0--с‏ 
وبالتالي 
1 
Yo 7 =‏ 
t)- t 3 С‏ 
وهذه الدالة تعطي موضع جسيم ساقطاً بحرية تحت تأثير الجاذبية فقط. فذا 
ترك جسيم يسقط بحرية من ارتفاع 10 متر مثلا. соја‏ 


50)-10410--988 


y(t)-10— 4.97‏ 
أي أن ارنفاعه آثناء السقوط بتناقص сда‏ یصبح صفرا (يرتطم بالأرض) عندما؛ 
0 = 


10—4.9t? = 0 
t= 2.045 
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:)14( مثال‎ 
متی بصل إلى الأرض.‎ m/s 
Ja 
1 
y(t)= yo *vot- g 

g=9.8 < yy 2100 «vg =50m/s 

y(t) 2 9.8 + 5014.92‏ 
وعندما يصل للأرضء أي عندما 0 = y(t)‏ 


یکون 
0 = 50-49 + 9.8 
0 = 501-9.8- 4.912 
49t? — 5001—98 = 0‏ 
+4x49x98‏ *500/ = 500 _ , 
98 
t=10.4s‏ 
مثال (15): 
یتحرك جسيم في خط مسنقیم رأسي بحیث يعطي ارتفاعه عند أي لحظة t(s)‏ 
بالمتر» cy‏ على النحو 


y(t)=2t+ Xe + x 


متی تنعدم سرعته وعلی أي ارتفاع ؟ آوجد العجلة عند منتصف هذا الزمن. 


الصل 
v(t)- xt)‏ 
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كان )و +0=2 
u‏ 


0 = 20+3и? —456 
Зи? + 2 - 456 -0 
(u-12)Gu+38)= 0 
38 
T 
> 32-12 => 6 


1-12 , u= 


y(t)- 2(2)+ (2 ыг | 


3х2 
-4+8+25 | 


76 +24 +4 = 
77 = 
1 آقصی ارتفاع يصل إليه الجسیم هو 94 مترا. 


Gil‏ العجلةء 
a(t)= yt)‏ 
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= 2 2 
3t 


کید +188 - 
t‏ 
والعجلة عند منتصف زمن الصعود. أي عند L= ds‏ هي 
a()=18()+ 252‏ 
)1( 
пу 2‏ 322 = 
مثال (16): 
يتحرك جسيم في خط مستقيم ويتحدد الموضع sf)‏ عند / ثانية بالعلاقةء 
s(t) = 2t‏ 
iet‏ 


اشرح حركة الجسیم منذ أن مر بنقطة الأصل عندما 1-0 إلى © ج ]. 
أين یکون الجسیم Lac‏ 10005 = $ ضمن الشرح شکل ХАВ,‏ الموضع 
والسرعة و العجلة» وارسم بیانات تغیرهم مع الزمن. 

الحل 


"- “Їн2|р)-2401) 
(t) = s(t) + 


2t 
(= 
) (+ (2 


а()-4(0- | + erc 4t)- E - 22 bli + 2 jar 


1+2 
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NE UA EL قد‎ | 


1 0-2) 


2 442 -3) 


TII 


2—2t 20 > t-l1s 


تنعدم السرعة عندماء 0 = v(t)‏ 


وتکون «с‏ 
s(1)2 1m‏ 
وعند هذه اللحظة يغير الجسیم اتجاه حرکته. 
ولکن متی بعود إلى نقطة الأصل ؟ يعود عندما 8-0 
0= 2 
I+t‏ 
والطرف الأیسر ينعدم في «ойл‏ أول لماء t=0‏ أي في بدء الحركة (حیث 
بدأ الحركة عند نقطة الأصل) 
وعندما © ج Í‏ أي أن الجسيم يعود بعد أن يكون قد قطع مسافة 1 متر في 
زمن 1 ثانية ولكنه لن يصل إلى نقطة الأصل إلا بعد زمن لا نهائي. 
وبالرجوع للعجلة نجد أنها تنعدم عندما 
t=43 s‏ , 0-( 
أي أن السرعة بلغت قيم قصوی عند بدء الحركة وعند f=.3‏ فنجدها 
كانت أكبر ما یمکن عند بدء AS Al‏ ثم تناقصت حتى انعدمت عند 18-( 
Cus‏ غير الجسیم اتجاه حرکته. ثم بدأت في التزاید في الاتجاه المعاکس эз)‏ 
الیسار ) حتی بلغت قيمة عظمی عند 5 3 -4. 
oy‏ عند 3 t=‏ بدأت السرعة تتناقص وتحرك الجسیم بتقصير لم یمکنه من 
العودة إلى )0 < 5 ). 
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وبيانات العلاقات )5(1« a(t) «у(1)‏ موضحة في شکل )148( 


s(t) 
b انقلاب‎ 
1 () 
5 | 
ل‎ Nu t 
a(t) 
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تمارین )3-6( 


في التمارین من )1( إلى (۰)11 تتحرك نقطة في خط айл‏ وموضعها 5 . 
آوجد السرعة والعجلة عند أي لحظة زمنية 1. صف حركة النقطة في الفترة 
الزمنية المعطاة. وضح الحركة برسم من النوع الموضح في شکل (145). 
s(t) 3۳ -12+ 4 (1‏ ۰ ]0,6[ 


[03] ۰ s(t)=t + 5۲-6 (2 
[-22] ۰ s(t)=ť +3t-6 (3 
[0.4] « s() = 28 -9 +127 (4 
[-33] «54()-17-91-1 (5 
[1.4] < s(t)=10-36t+15 -2 (6 
[-23] ۰ s(t)=12+6t— ° (7 
[0,5] ۰ s(t)2 -20 +157 +24t-6 (8 
[0,6] ۰ s(t) 20 -12 +6 (9 
[-22] ۰ s(t)=2 - 6€ (10 
[0,2] ۰ s(t) 2 28 -3r (11 


في التمارین من )12( إلى )16( نقطع نقطة åS jaia‏ على مستقيم المسافة 
S(t)‏ في Í да)‏ وحدة. أوجد السرعة بعد 3 ثواني وأذكر في كل مرة متی 


s(t)=5t +2 , k=28 (12 
icu 

()- , kz0 13 

«9 14-12 ( 

s(t)=3t +7 , k=88 (14 

s(t)-5P +3t+2 , k=63 (15 

8()-416-1, 22 (16 
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قذف جسيم رأسياً لأعلى بسرعة ابتدائية u‏ متر/ث وارتفاعه بالمتر عن سطح 
الأرض بعد t‏ ثانية هو Y(t)‏ . آوجد في كل التمارین من )17( إلى (19): 
أ- السرعة و العجلة عند 1 ثانية. 


ب- آقصی ارنفاع 
ج- فترة الرحلة 
s(t)=144t-16ť , u-144 (17‏ 
s(t)=100+192t-16ť , и-192 (18‏ 
s(t)-b-bt-a? , u-b (19‏ 


یتحرك جسيم حركة توافقية بسيطة وموضعه عند زمن t‏ هو s(t)‏ آوجد 
سعة الذبذبة وزمن الذبذبة والتردد ( من 20 إلى 25 ) 


s(t)= 5 cos% t (21 s(t)=8sinzt (20 
HU 
s(t)= 6sin EA t (23 8()-3сов21 (22 
Smax = 20 ‹ s(t)=-—16s (25 0(- 816-۶ (24 
في ستاتن ايند یمکن نقریبه‎ (07) T التغيير السنوي في درجة الحرارة‎ (26 
T 8 2) > 9) +10 بالمعادلة‎ 


حيث t‏ بالشهور 0 =( تناظر أول ینایر. آوجد قیم نقرييية للمعدل الذي به 
درجة الحرارة في آول آبریل وفي آول نوفمبر. في أي من شهور السنة یکون 
تغير درجة الحرارة آسرع ما یمکن. 
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خلال 24 ساعة معينة. 
أت قرب مستوی سطح الماء y‏ بتعبیر علی Q&A‏ 
(y=asin(bt+ (+ d‏ 1-0 نناظر منتصف اللیل. 
ب- آوجد سرعة ارتفاع سطح الماء عند الظهيرة. (الساعة 12 ظهرا). 


4 8 12 162024  )ةعاسإ‎ 


3 


= 


شکل )149( 


28( السونامي هو موجة بحرية تتجم عن زلزال تحت سطح البحر مثل الذي 
cus‏ في شریط آسیا. هذه الموجات قد تصل لأكثر 100 قدم ارتفاعا 
تنتشر بسرعات هائلة. (Аа,‏ المهندسین السونامي بمعادلة على شکل 
у= acos bt‏ . 
آفترض أن موجة kelij‏ (قدم) 25 =1 وزمنها الدوري 30 دقيقة نتتشر 
بسرعة 180 قدم/ثانية. 
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أ- 13 كان (x, y)‏ نقطة على الموجة المبينة في شکل )150( عبر 
عن y‏ كدالة في t‏ علماً بأن 25 у=‏ عندما 4-0 
ب- ما سرعة ارتفاع (أو هبوط) سطح الموجة عندما .y=10 fl‏ 


شكل (150) 
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بند )4-6(: الانحناء CURVATURE‏ 

عندما تتحرك نقطة على منحنی Г‏ قد يتغير اتجاهها بسرعة أو ehy‏ على 
حسب ما إذا كان D‏ ينثني بجدية أو بالتدریج. ولقیاس معدل انثناء أو تغير 
(КА‏ المنحنى 1ء نستعمل مصطلح " الانحناء " أو " التقوس ". 

وفي هذا البند سوف نعتبر وحدة المتجه المماس ووحدة المتجه العمودي على 
المت Ас‏ عه لمت نيدأ Айн‏ 

نفرض أن الجسیم كان عند لحظة iima‏ عند .P Аа‏ شکل )151( على 
المنحنى Г‏ وأن متجه الوحدة المماس عند هذه النقطة هو 2 یصنع زاوية V‏ 
مع المحور X‏ وهو في نفس الوقت في اتجاه السرعة S(t)‏ حيث s(t)‏ 
موضم الجسیم على المنحنی عندنذ. العمودي على المنحنی عند ‏ نرمز له 


Л А 
( 07 ویصنم زاوية‎ Й ومتجه الوحدة في اتجاهه هو‎ N 
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بعد زمن قدر ه At‏ انتقل الجسیم إلى Р эд Р‏ مسافة As‏ على المنحنی 
ویصبح متجه الوحدة المماس عندئذ Т‏ أو 2+۸2 quem‏ زاوية 
Л‏ 


مع المحور ‏ . يتقاطع العمودان مع بعضهما في نقطة C‏ هي مرکز الانحناء 
(النقوس) عند هذه النة P ¿kal‏ ومن الشکل asd‏ أن 


AS = ۸ 
م هو نصف قطر الانحناء (النقوس).‎ = cP = cP' حیث‎ 
o3 
= lim — 
At>0 At 
آو‎ 
|. ds 
(dy 


[- فإذا كان المنحنی Г‏ معرف بمعادلته الديكارتية. فان من شکل )152( 
وهو یکبر المسافة من P‏ إلى Р”‏ نجد أن» 


As? = Ax! + Ay? 
2 2 
7 БИ) 
y A Ay dx dx 
آو‎ 
Ax ds ,2 
— = 41+ 
ах 4 
ا‎ 
tany = كذلك‎ 
x 
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2 dy d'y بالتفاضل»‎ 


تعریف: الانحناء k‏ للمنحنی D‏ عند نقطة P(x, y)‏ هو 


,1 الانحناء (التقوس) هو مقلوب نصف قطر الانحناء» ОЗ‏ 


ب- آما إذا كان المنحنی معرف بمعادلتین بارامتریتین 
y= y(t) x= x(t)‏ فان 
As? = Ax? + Лу?‏ 
)&(« )2(- )8( 
dt dt dt‏ 


dt 
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كذلك 


ج- مركز الانحناء (مركز التقوس) asi‏ من شكل )153( أن الاحدائي X‏ 
لنقط ۰6 مركز لانحناء هو 
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X-2x-psiny 


хех Per) 


«IS 
Y= y+ pcosy 
2 
x yey 
y 
(153) كذلك في الصورة البارمترية شکل‎ 
نجد آن‎ 
هه‎ X + 
Xy- jï 
ху- yx 


c(x- psiny, y+ p cosy ) 


مثال )17(: 

љў 16 18 تحارو‎ «х= لبارامتریتان‎ aba ata Г сам 
التقوس عند نقطة  بارامترها 0.5 -4 وآوجد مركز ونصف قطر داترة‎ 
على رسمه و احدة.‎ ] - 0.5 xe الانحناء‎ 

jaj 

OES. OSO‏ 7 -(0.5)ز 

y(0.5)=3 ۰0.5(-2 = j= 61 .x(t)-2 
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ШЭ! 
16 
5 _ 96 


Y= y+ pcosy 
هرد‎ n s 
96 5 


qoc gor 
24 


»)- 0.531,1.167( А 
(qq. معادلة داثرة لانحناء‎ 


848 
32 6 96 


شکل )154( 


:(18) Ja 
.y22a عند النقطة‎ у? = 44× معادلة داثرة نقوس المنحنی»‎ as j 
الخ‎ 
y = 4ах 
2 
2уу-4а > үрээ 
y 
, —2a —2a 2a 
y 2—— LL 
y NS. 
"— 
y- Е: 
/ =l , 
х=а iy = ۰۷ <-1 ۰1۷-22 x 
22 


1+ 
كور‎ 
y 
3 
p = — = 442a 
2a 


نصف قطر الانحناء 40/28- = p|‏ 
الاشارة السالبة تعني أن iaid ١‏ مقعر لأسفل» وهي نفس إشارة Су?‏ 


Л 
tany =] > Lei 
X-x- psiny 
I 
-a-|-442a]—— = 8 
Cava). 
Y= y+ pcosy 
1 
-2a—-442a.—— = 2а 
42 


c(5a,-2a)‏ مركز دائرة الانحناء 
معادلة دائرة cela dl‏ 
(x+5a) +(y+2a) - 7‏ 
x + y! —10ax+4ay—-3a2 = 0‏ 
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تمارین )4-6( 
في التمارین من )1( إلى )15( asd‏ 
أ- الانحناء عند النقطة P‏ 
ب- مركز الانحناء 
ج- ارسم بیان المنحنی ودائرة الانحناء. 


y-2-x , (لبلاط‎ (1 

у= x°“, P(1,1) (2 

y=cos2x , P(0.1) (3 

y=secx , P(n/3,2) (4 

х-1-1, у= ү, P(32) (5 

х=1+1, у= +4t+3 , Р(1=0) (6 
x-t-tÜ, у-1-Г,Р(01) (7 
Xx-t-sint, y-l-cost , AZ- (8 


x=2sint, y=3cost, (1243) (9 


x= сов? (0) ‚ у= вш (0) 7 = 


| 
y-sinx , ra (11 


16( أوجد نقط المنحنی التي عندها الانحناء أكبر ما يمكن» 
9x +4y =36 -i‏ ب- 236 4+ 9x‏ 


y-sinx کے‎ 


7) أوجد نقط على بيان المعادلة المعطاة ينعدم عندها الانحناء. 


у= tan х ب-‎ ysx'-12x) أ‎ 
y-2x -3x =A y=l+ x ج_-‎ 


18( أثبت أن الانحناء في نظام الإحداثيات القطبية المستوية (r,0)‏ هو 
г?‏ + لور 2r‏ 


ПОМИ Ta 


1 


في التمارین من (19) إلى )420 وباستعمال نتيجة تمرین )18( أوجد انحناء 
المنحنیات القطبية عند Р(г,0)‏ 

r-a(l-cos0) , 0«0-«2л (19 

r-sin20 , 0«0 > 2 (20 


في التمارین من )21( إلى )24( as‏ مركز التقوس P А‏ على بیان 
المعادلة المعطاد. 
Р : (21‏ 


y- iri om s 
1) 


( 
(23 
, y= Bp P(t = ( 


24 


13 كان المتغیر × له قيم ابتدائية مد ثم تغير إلى xp‏ فان التغیر أو الفرق 
م5 - × یرمز له Ax‏ ) دلتا× ). жа‏ المناظر في قيمة y= f(x)‏ هو 
Қ) f(x)‏ ویرمز له Ny‏ 


- 


تعریف: 
إذا كان у= f(x)‏ وکان للمتغير x‏ قيمة ابتدائية coss xj‏ إلى × فان 


Ax = X| — Xy 
هو‎ y والتغير المناظر في قيمة‎ 
Ay= f(x + Ax)- f(x) 


A :‏ 
بالرجوع إلى شکل )155( نجد أن النسبة A‏ هي ميل الوتر PQ‏ يرمز 


х 
.InpQ لها‎ 
o3 
sid 
أو‎ 
Ay = mpoAX 


ونحن نعلم أن» XI - X0‏ = ۸ لذلك إذا علمت قيمة تقريبية لمقدار “тро‏ 
یمکننا استنتاج Ay‏ و f(x.)‏ . سبق وعرفنا ميل المماس على أنه نهاية ميل 
الوتر (القاطع) المار من Р‏ إلى © . كما عرفنا Р(х)‏ كرمز لهذه النهاية. 
أي أن тро‏ تقريبا يساوي (xy)‏ إذا كانت Xp‏ ليست بعيدة عن XQ‏ 
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فیکون لدینا 


وهذه المعادلة تمکننا من استنتاج قيمة تقريبية ( f(x‏ باستعمال القيم المعلومة 
Р(х) « Р)‏ . ولابد من التأكد على أن هذا التقریب أكثر مواءمة عندما 
تکون × قريبة من 0X)‏ وعندما يكون إيجاد ded. Р(х) < f(x)‏ من 
إيجاد f(x.)‏ مباشرة ولذا أردنا توخي الدقة في هذه المناقشة علينا أن نعید 
كتابة تعريف المشتقة على النحوء 


Eg 00995909) t 


Ах-»0 Ax مجعم‎ Ax 
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A ЭР 
ges (3. oss Зи эд 0 کک من‎ ал 


> 


Ax 
.(155) КА واضح في‎ 
آي آن‎ 
Ay= f(xjAx , Ax«0 
:)19( مثال‎ 


إذا كانت × +3/ہ=(×)۴ у=‏ أوجد التقریب الخطي عند 6= 1 ثم 
استعمله في حساب نقرييي للقيم ۰/8 V8.9‏ 49.3 قارن النتائج بالقیم 


التي تعطیها ANI‏ الحاسبة. 
TEMP‏ 
f(x)2 439 x‏ 
1 
f(x)-‏ 
х‏ 243 )( 
و «X9 = 6 Кле‏ 
1 1 
Pose = . f(x)- 49 - 3‏ 
o3‏ 


الآن 


J48 = /3+ 5 = f(5)- 2+ 2.83333 
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V8.9 2435.9 = f(5.9)=2+ эл -2.98333 


49.3 = 4346.3 = 3 su ир 
6 


بالآلة الحاسبة بالتقریب الخطي الجذر 
2.828427 2.83333 48 
2.983287 2.98333 48.9 
3.049590 3.05 49.3 


تعریف: إذا كان f у= f(x)‏ قابلة للاشتقاق» فان التفاضلة dy‏ 


تعرف بالمعادلة dy‏ تعرف بالمعادلة 
dy= f'(x)Ax‏ 


:(20) مثال‎ 
y=3x -5 إذا كانت‎ 
dy و‎ Ax أ- أوجد معادلة لأجل‎ 
.dy «Ду من 2 إلى 2.1 احسب كل من‎ X ب- إذا تغيرت‎ 
dei 
y= f(x) 23x -5 -i 
Ay- f(x4 Ax)- f(x) 
- В(х+лх)2 -s|- 852 -5) 
=3 2 +2xAx+ Ax! J- 5-333 +5 
= 6x(Ax)- з(лх) 
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ul 
dy- f'(x)dx 
= f'(x)Ax 
= 6xAx 


باستعمال 2 دع « Ax-0.]‏ 

Ay- f(2.1)- f(2) 

Лу=6х2х0.1+ 3(0.1)? 
=1.2 +0.03 =1.23 

dy - (6x 2)(0.1) 

dy -ح‎ 2 


E 


لأقرب علامة عشرية واحدة. 
dy= Ax‏ 


f(x+ Ax) 


[ 
25 
D 
+ 
> 
< 


مثال )21(: 
آوجد بالتقریب (Дам!‏ التغیر في 5100 Ge‏ نتغیر Ө‏ من 7/3 إلى 


0 ثم آوجد تقریبا لقيمة si S)‏ 
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y= f(0)=sin0 
dy = 0 
Л 
ЛӨ = ۰0 = 3 بوط‎ 
0-7 / са 


1 7r 
d و‎ 
1 


= – x 0.0087 
2 180 
الان‎ 
sin(0 + A0)= sin 0 + dy 


О EO 
180 3 


& 0.8660 + 0.0087 
- 7 


СЕЗЕ ИЯ,‏ لخطاً لا یتجاوز 


1 تقريبا. 

إذا كانت Ay‏ إلى التغير في y‏ المناظر ل Ax‏ فقد نعتبر Ay‏ هو الخطأ 
في حساب y‏ الناجم عن الخطأ Ах‏ في قياس X‏ . ويمكن تقريب Ay‏ ب 
dy‏ كما يلي 


Ayz 0۷ (2 Jas 
dx 
Í | : 4 T 
Qa, х=12ст على أن‎ «x وتم قياس‎ y= =лх فمثلا لذا كان‎ 
هو‎ y فإن الخطأ المناظر في حساب‎ + 0.06٥11 آقصاه‎ 
Ay= 4ArxAx 
= 4r(12) (+ 0.06) = +109 


30 


. + 109 "بو‎ А y آقصی خطأ في حساب‎ D 

هذا الخطأ يسمى الخطأ المطلق. LÍ‏ نسبة الخطأ 0.06 + في x‏ بالنسبة إلى 
x=12‏ فیسمی الخطأ النسبي في قياس × وبالمل الخطأ النسبي في حساب 
y‏ هو 


تعریف: 13 كانت у= f(x)‏ وتغیرت من Ур‏ إلى yp‏ بالتناظر مع 


X oux‏ من 2 إلى X|‏ فان: 


dy= f'(x Ax ویقرب إلى‎ Ay= y, - Xy الخطأ المطلق‎ (1 


dy qos АУ الخطاً ننسيي‎ 2 
Yo Yo 


3( الخطأ المئوي 10094 .. АУ‏ ویقرب إلى 100% dy‏ 
Yo‏ 30 


مثال )22(: 

يتغير حجم الغاز ۷ وع الضغط P‏ تغيرا أديباتيكيا تبعا للعلاقة 
(ثابت - (PV!‏ حيث 1.4 - 7. فإذا كان حجم الغاز 203 والخطأ في حسابه 
هو 1082177 آوجد الخطاین النسبي والمئوي في حساب الضغط. 

الحصل 


371 


xc AV 
AP SLAV 
P V 
AV= 10 m 
10 
шил 


— сс ХЭХ107 
Р 


مدن رس لك 
P‏ 


AE K100% = _7х1074% 


= —0.0007% 


372 


تمارین )5-6( 


في التمارین من )1( إلى )12( آوجد تقريباً لمقدار f(b)‏ عندما تتغير X‏ من 
ba‏ 
b=1.02 «a =4 f(x) - 3х2 - 5x41‏ 


b-3.98.a-4. f(x) - 3х - 8x47 

b-7.05 «a =7 «< f(x) - x41 

b-1.02:a-21« f(x)- х! 

b-0.98 .a-1. f(x)= x° 

= uh « х) = 2sin x+ cos х 

60 

Е 7 « f(x) esc x+ cot x 

b=46° ‹а = 45° ‹ f(x)» 
csc x — cot x 

b=62° ¿a = 60° ‹ f(x)= sec x 

b=28° ۰۵-30 ‹ f(x)= tan x 


Ь=181° ۰۸ 2180 ۰0۰۱+ соѕх (11 
b=0.101 «a = 0.1 . f(x)= 


dy — 


1 


x 


( 
( 
( 
( 
( 
(6 
( 
( 
( 
1 
1 


في التمارين من (13) إلى (18) أوجد: 
أ- معادلة عامة لكل من dy «Ay‏ 


Ax--0242 ۵22 «у= х2 - 22+ 5 
۸01 دق‎ -1 y=x -4 
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Ay «dy Ay احسب‎ 2 + Ax إلى‎ à من‎ X ب- عندما تتغير‎ 


(13) 
(14) 


1 


Ax < —0.03 «a <1 с = (15) 
1+ х 
Ах= 0.02 ‹а=-2 ‹у=4-9х (16) 
Ax «X عند أي‎ «y 27x12 (17) 
Ах= 0.3 .a=3 шаг (18) 
x 


في التمارین من )19( إلى )24( 13 كان آکبر خطأ في قياس × هو AX‏ 
استعمل التفاضلات لایجاد الخطأ النسبي والخطأ المئوي في حساب y‏ : 

۸00 «x23 ¿y=4x (19) 

Ax=+0.01 ‹х=1 «y= كبرد‎ 20) 


Ax=+0.02 ¿x= 4 ПЕРА 21) 
Х 


( 

( 

Ах= +0.01‹х=1‹у= x +5 (22) 
Ах= +0.3 «х= 27 «у-23Хх (23) 
Ах=0.1‹х=2 ‹у=3х-х (24) 

.dt=0.2 (£28 عند‎ dP s= Р= 6023 +12 إذا كان‎ (25) 


у= 404/х2 gs 13 (26)‏ والخطاً المسموح به У‏ يزيد عن ما نسبته 
0.08 + في قياس × . as‏ الخطأ النسبي والمئوي الممکن في y‏ . 


)27( المساحة السطحية لأسطوانة مغلقة هي 5-1077 والخطأ المئوي 


لمسموح به في 8 لا يزيد عن ۰109۵ أوجد آکبر خطأ نسبي 
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)28( إذا قذف جسيم من سطح الارض بسرعة ابتدائية ۷ في اتجاه بصنع 
a‏ درجة مع (АМ‏ فان آقصی ارنفاع یصل АД‏ المقذوف هو h‏ 
وأقصى مدی يصل АД‏ المقذوف على الأفقي هو R‏ حيث 

TR 2. 
Vo Sin Q 2۷ 6 51110 0 
h2———— , م‎ 
2g 8 

حيث م عجلة الجاذبية الأرضية. فإذا كان 

vo =100m/s م , (متر/ثانية)‎ - 7 

сам,‏ 0 من 30 إلى ۰30.5 استعمل التفاضلات لإيجاد قيم 


)29( الهرم الأكبر له قاعدة مربعة طول ضلعها .230m‏ (أنظر شكل (156)) 
ولإيجاد قيم تقريبية لارتفاع وقف رجل عند منتصف أحد أحرف القاعدة 
ونظر لرأس الهرم فوجد أن زاوية الارتفاع في 507 2ن 
إلى أي مدى من الدقة يجب أن يكون قياس هذه الزاوية لكي يكون 
ЦАА‏ في حساب h‏ واقعا بين 1- متر إلى 1+ متر ؟ 


شكل )156(: تمرین )29( 
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تبني طريقة نیوتن- رافسون» لایجاد تقریب للجذر 117 لدالة AM‏ للاشتقاق 
ule f‏ فكرة أن المماس هو مستقيم قريب من المنحنی بالقرب من نقطة التماس. 
في ام الط cdd sif. actor gie GS‏ :وبا 
y= f(x)‏ عند (xi, АА)‏ ( آنظر شکل )157( 


شکل )157( 


الخط المماس وبیان f‏ يجب أن یقطعا المحور ‏ بالقرب من بعضهما ОУ‏ 
الخط المماس یظل قريب من بیان 7 . ومن نم یمکننا تقريب جذر f‏ بایجاد 
جذر lll‏ المماس. لأن معادلة الخط المماس خطية ومن السهل حساب جذر‌ها. 
ونستطیع أن نوجد أول نقریب ل f‏ باستعمال مبرهنة القيمة الوسطی التي 
تضمن وجود oss‏ في أي فترة (a; b)‏ لذا كان إشارتي f(b) ‹ а)‏ 
дэм‏ المماس £ لبيان f‏ عند (( f(x‏ ,ود). لذا كانت ود قريبة بالقدر 
الکاف من УГ‏ إذن» وکما هو واضح في شکل )157( نقاطع )£ مع المحور 
x‏ أي ود يجب أن تكون نقریبا جيدا للجذر ۰2 وحیث أن ميل l‏ هو 
f'(x)‏ > فان معادلة المماس هي 
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وبأخذ x,‏ کنقریب ثان ل ег‏ نستطيع تكرار العملية باستعمال المماس عند 
(x5, f(x;))‏ وعلی ذلك فالتقریب الثالث هو 


х 200) (ж) 
$73 P) , (0 


ونستمر في تكرار العملية حتی نصل للدرجة المطلوبة من التقريب. هذه الطريقة 
في استعمال تقریبات متتابعة من الجذور الحقيقية تسمى طريقة نیوتن- رافسون. 


لتکن AL Al. f‏ للاشنقاق» Г‏ هو جذر حقيقي لها. 


فإذا كان X,‏ هو تقريب ل ۲ فإن التفریب التالي Хуур‏ یعطی على النحوء 


| f'(x, ( 0 


uel н‏ أنه ليس من المضمون أن تکون ,را لكل نقریبا آفضل ل г‏ عن 
х,‏ لكل .r‏ فإذا كانت ر×٠‏ التقریب الأول ليست قريبة بالفدر الکاف من ¿T‏ 
فمن الممکن أن یکون التقریب الثاني Хә‏ أسوأ من ху‏ . وشکل )158( یوضح 
مثل هذه الحالة. فمن الواضح عند x, АА!‏ أن لا يكون f(x,)‏ قريبة 
من صفر. والا سیکون المماس / نقریبا آفقي. 
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وسوف ننبع القاعدة التالية عند تطبیق Аа Ма‏ نیوتن- ә‏ افسون» 

" إذاكان المطلوب نقریب إلى k‏ من الأعداد العشريةه ih‏ نکرر طريقة نیونن- 
رافسون إلى أن نجد أن تقریبا منتالیان متساویان تماما في k‏ من الأعداد 
"а уда‏ 


مثال )23(: 
آوجد آکبر جذر موجب للمعادلة 


х? -3х+1=0 


الصل 
تفرض أن 
f(x)= x! - 3+ 1‏ 
نجد آن 
x- CS VE bo X» d E 8‏ 
f(x) -17 -1 3 | d 3 219‏ 


وبملاحظة تغيير اشارات f(x)‏ نجد أن للدالة f(x)‏ جذور ثلاثة. الأول 
بقع في الفترة (1-,2 -)» والثاني في الفترة (0,1) والأخير في الفترة )1,2( 
Ç,‏ يوجد جذران موجبان أكبرهما هو الواقع في الفترة (1,2). 
وبملاحظة أن 1 - (4)1|ء 3 -[2) | نستنتج أن الجذر الواقع بين 241 
أقرب للعدد 1. 
نستطيع إذن أن نتخذ 

x =1.25 


ولکن 
Р(х)= 3х2 -3‏ 
إذن من معادلة نيوتن- رافسون 
x —3x, +1‏ 
Хы Хал 312 -3‏ 
3x; -3x, — Xa -3x, -1‏ 


3x? -3 
2x -1 
mi =a c 
2(1.25)' -1 


2 3125-1 


X% =1.7222222 


| 2(1.7222222]) -1 
ЭЭ 
2) .7222222( - 1 
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x, =1.5625908 
_ 2(1.5625908) -1 


ЛЭ 
31.5625908) -1| 
X, 2 7 


بالمتل 
xs = 8‏ 
x, =1.5320888‏ 
оч‏ 
r=1.5321‏ 
مثال )24( : 


آوجد نقریبا للجذر الحقيقي للمعادلة 


x-1-3cos x= 0 


الصل 
نفرض أن 
f(x)= + 1-3009 x‏ 
x 0 л/6 n/3‏ 
f(x) -2 -1.074 | +2‏ 


Л Л . 
.X=— «Х= — يوجد جدرین‎ .. 
6 3 


5 


сэ 
x = 7/3 =1.0472 
f'(x)2143sin x 
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x, +] — 3cos x, 


Xn+1 — Xn 7 : 
" " 1+3sin x, 


_ Xn + 3X, SIN xy Хь — 1+3 605 x, 


1+ 3510 x, 
3(x, sin x, +cosx,)—1 


3sin x, 41 


12 5Ш Ш + cos 3 -1 
3 3 3 


Хус = 
3sin — +1 
3 


Kana 
6 2 


12 41 
2 


ху 2-5 
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تمارین )6-6( 


1( آوجد باستعمال طريقة نیوتن- رافسون قيم الجذور مقربة لأقرب 4 علامات 


47 029-605 E 


2( قرب إلى أربع أماكن عشرية جذر المعادلة الواقع في الفترة المعطاة. 
x! «2x! 5x2+1=0 , [12] (‏ 
x'-5x'-2x-520 , D3] (=‏ 
xx -9x-3-0 , [-2-1] (=‏ 
sin0 +۵ 6090 =cos0 ,(01| (‏ 


3( آوجد آکبر جذر للمعادلة 0 «f(x)2‏ 
-11x -44x-24 (‏ کر f(x)-‏ 


f(x)2 x -36x-84 ب)‎ 


as j (4‏ لرقمین عشریین 


x +5x-3=0 المعادلة‎ Ах (| 
2x -10х2 411x-2-20 ۰ ААА ب) آکبر جذر‎ 
л-2Х-3С08Х-0 ج) الجذر الموجب للمعادلة‎ 
c 
S Sa المعادلة‎ Ах (3 
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في التمارین من )5( إلى )18( آوجد القيم التقريبية لجمیع الجذور الحقيقية للمعادلة 


مقربة لرقمین عشریین. 


х^ = 240 

x* - x-1320 
20x! -1-0 

x -2x +4 =0 

x +2х2 -8x-3-20 
x - 3-1 2-0 

20 - 5 - 100 = 0 
x? —cos2x-0 

x -4x«3 

x + شير‎ -7- 0 

X cos x-9-0 
sin2x—6x4 620 


9o sd 3 


sin^x-—x +x-1 
4 


2x) -0.1x? +2x+ 0.9 =0 
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5 


ON 


( 
( 
(7 
( 
( 


تمارين عام4 


1) أوجد من التعريف مباشرة لمشتقة Р(х)‏ 


f(x)j-42-5x (a 


f(x)- ade - 4х+3 ب(‎ 
f(t)= (2-1 = د(‎ 
8 
S) e 
دون‎ 
» 7и-9 8 


sin? X-Ssin2x 


x0 3x 
0 sin 0 
m——— — د(‎ 
0-01 - 0 


f(x)= sin? их?) (— 
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I ç 
f(x)= ROT ( 
أوجد المشتقة الأولى‎ (2 
f(x)= Vx: - هر‎ + ۱۱ 
E 3 
Bx if 


2 (3x4 2) ه)‎ 


(x)= 


g(x)= 
f( Pr (3x 2( 6 


Дог 


zT 2x 25 (L 


3( آوجد النهاية إن وجدت: 
lim —‏ 
0 0-0 


2 
( 
. 2008Х-43Х-2 
Hm (— 


x0 5x 


4( آوجد المشنقة الأولى 


u(x)24l-cos2x (Î 


f(x)= х? cot x ( f(x) - (sec x+ tan х) (— 


Зо sin 21 
1(х)- ^ x3 + sin 3 J و(‎ ) 


U 
л- 
جم‎ 


1+ cos2t 


f()- csct4 1 
cot2t 41 


Ух) = үзіп x (c f(x) = tani (x) ط(‎ 


f(x)=sec5xtan5xsin5x (c 2 


5( بفرض أن المعادلة تعين دالة قابلة لاشتقاق f‏ بحیث у= f(x)‏ آوجد» y‏ 


y- ыг ب)‎ 5Х-2Ху-4у-7-0( 


ху? = sin(x4 2 y) (— 


6( آوجد معادلة المماس والعمودي لبیان Ё‏ عند .P‏ 


y= Ji 


ЯР 


7( آوجد نقط المنحنی у-3Х-Сс082Х‏ التي عندها المماس عمودي على 
المستقيم 25 = 417 +22 (الاحدائیات  (ba‏ 


, P(4,6) 


2 y" 1 y 5 y آوجد‎ (8 
х +4ху- y =8 (o y-5x + »الم‎ (| 


9( 3 كانت 7— 3х2‏ حمر فأوجد Лу « Ay « dy‏ نرل 


10( قيس ضلع مثلث متساوي الاضلاع فوجد 4 سم بخطأ آقصاه .+0.03ст‏ 
استخدم التفاضلات لإيجاد آقصی خطأ في حساب المساحة وآوجد да‏ 
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13(11 كانت g(x)=x +4х -2х ¿f(x)=2X +x -x+1‏ 
استعمل التفاضلات لاستنتاج نقریب للتغیر في g(f(x))‏ المناظر لتغیر 
x‏ من 1- إلى 1.01- . 


‹2(2)= -3 ‹ Р(2)=4 . f(2)2-1 تحقق أن‎ g « f كان‎ (12 
كل من ما‎ дай 2(=1)"ع. آوجد‎ « g(2)22 ۰ Ғ(2)=-2 
1-2 ae s 


n n 


(fle) «(f/g) 48) «(&) «Qr-3g) «Qr-3g) 


13( آذکر ما إذا كان بیان f‏ له مماس رأسي آم حاف مديبة 
Цх)-3(х-1)-4 (|‏ ب) 1- f(x)» 2(x-8)s‏ 


14( قانون ستيفان وبولتزمان للطاقة الحرارية المشعة من وحدة مساحات 
سطح آسود ian‏ حرارته T‏ هو 2-014 حيث R‏ معدل الاشعاع 
من وحدة المساحات » K‏ مقدار ثابت. 13 كان الخطأ في قياس T‏ هو 
0 فما هو الخطأ المئوي في قياس ۸ . 


15( مخروط دائري قائم ارتفاعه 8 قدم ونصف قطر قاعدته ۲ يتزايد. 
أوجد معدل تغير مساحة سطحه Anal S‏ إلى r‏ عندما (قدم 6 = .(r‏ 


SCE E‏ سور 6 de‏ دا نه ار 
Ll y tad дийг dad‏ 5م ia D uelis‏ 
فلذا كان الماء يرتفع بمعدل أ متر/دقيقة عندما كان عمق الماء 1 متر. 
آوجد معدل دخول الماء إلى “ах‏ 


17( استعمل طريقة نيوتن وو سوم ا да‏ المعادلة sin X— xcosx=Q‏ 
لأقرب ثلاثة أرقام عشرية. علما بأن الجذر المطلوب يقع بين «л‏ 37/2. 
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х-»-2 

. x* -16 

lim u 

x2 34 9 
8x -1 


1m 
x>1⁄2 2x-] 


6—7x 


lim Qx- Ja? + x) ب)‎ 


8) أوجد النهاية إن وجدت 
n‏ 52+11 
m (‏ 
1+ 3ج 


2x? +х-6 
lim 2 (— 
x23/24x^ - 4х – 3 


TS Qx-5)8x*7) بن‎ 
مجم‎ (x- 11 (4x49) 


lim 
xo(2/3)' 4- 9x? 


(a 


lim f(x) « lim f(x): lim f(x) 
5 xa 


xoa 
2 ( 
, a=—3 ب)‎ 

,x2-3 
, a=l (— 


20( باستعمال التعريف © ۰ ۵ أثبت أن lim(5x-21)29‏ 


x6 


21( آوجد الأعداد التي عندها f‏ غير مستمرة. 


x + 6۲-2 |2 -16 ; 
flx)=—— : fix)2———— “l 
l ) х? 2x l ) х2-16 
أوجد الأعداد التي عندها 4 مستمرة.‎ (22 
f(x)= EE =E f(x)-2x* -J/ x41 -i 
x -6 
:4 مستمرة عند‎ f أن‎ чай (23 
f(x)=/5x+9 a=8 
نقط عدم لاستمر ار‎ эх (24 
Ї = Цаа. ب‎ f(x)= 4 E ( 
x^-x-]l X —X —2x-3 


25( أوجد القیم القصوی للدالة f‏ في الفترة المعطاة 
f(x)- -x + 6-8 ; [L6]‏ 


۶ أوجد الأعداد الحرجة للدالة‎ (26 
f(x)» -(х+ 2y + (3x- 1) 


27( استخدم اختبار المشتقة الأولى لإيجاد القيم القصوى المحلية للدالة f‏ . ثم 
أوجد الفترات التي عليها f‏ متزايدة أو متناقصة ووضح بيان f‏ . 
А) = 4х «9x? +12 (i‏ ب) f(x)-(4-x) x?‏ 
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28( استعمال اختبار المشنقة الثانية ما آمکن لایجاد القیم القصوی المحلية 
للدالة f‏ . آوجد الفترات التي يكون فیها بیان f‏ مقعر لاعلی أو مقعر 
لأسفل وأوجد الاحداثي ЫН x‏ الانقلاب . ثم خطط بیان f‏ . 


Mie f(x) -48-х (i 


x?41 


29( إذا كانت f(x)=2sinx—cos2x‏ ‹ آوجد القیم القصوی المحلية 
وخطط بیان f‏ للفترة 27 > > 0. 


: التي تحقق الشروط الآتية‎ f خطط بیان الدالة المستمرة‎ (30 
1)0(- 2, f(—2)= f(2)= 0; 
Ё(-2)- f'(0)= f'(2)= 0; 
(x) » 0:)-2 > x<0) ; 
f'(x)« 0; х«-2 sx 20]; 
f'(x)» 0; x«-1 أو‎ 1< x<2); 
f'(x) «6;[-1« x<1 أو‎ 1» x»2) 


x? + 22-8 3x? А 
fl x)= — — ب)‎ flx)= | 
ب کو‎ me | 

x—3 
fixj2———— (-» 
(x) x? +2x-8 


32( إذا كانت +x+l‏ گر + × -()م » أوجد عدد C‏ يحقق مبرهنة 
القيمة المتوسطة على الفترة ]0,4[ . 


33( منشور مسدس منتظم نصف قطره وحرف قاعدته R‏ ملحوم من أعلى مع 
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3335 آوجه معينة الشکل متقابلة في رس مشتركة كما في شکل )159( 
وقاعدة المنشور مفتوحة ویسع حجم قدر ه Cua 2 .V‏ تعطی مساحته 


sqa ERO 
اليو‎ 3g cot0 ب‎ 353 ge csc0 


اثبت أن S‏ تصل А‏ صغری عندما 54.7° = 0 . 


شکل (159): تمرین )33( 


اب و M‏ 


34( برغب رجل anl‏ سور حول dia‏ مستطیل إلى ثلاثة بقاعها مستطيلة بعمل 
سورین موازيين لاحد الجوانب . فإذا كان قد حصل على 1000 متر سور 
فما هي الأبعاد اللازمة للحصول على أكبر مساحة . 


35( حديقة مستطيلة ومتصلة بعرضیها نصفی دائرتبن ومحیطها 880 Í jia‏ 
ما هي الأبعاد التي تجعل مساحة المستطیل أكبر ما یمکن . 
والثاني یصنع Ам‏ مربع . آوجد طول کل من الجزتین بشرط أن یکون 
مجموع مساحتي الداثرة والمربع 1( نهاية عظمی ب) نهاية صغری. 
بالعلاقة )1+ 3۸+1(/)2+ 2( =()×» أوجد السرعة والعجلة عند 
أيْ لحظة t‏ واشرح حركة النقطة في الفترة [2,2 -] . 
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5 Е. —4x : 
-50-59 2 (-- m ( 1! 
2(7 х) " 21-23 | T 
3132 -4xes^ Иэ; 


dec) 7 -141х Е. 
e-e) Bx -1[ | 


1024x2x? -1| (182 -27x+4) (5 12 
"S 5(3x+ 2)? 
35 +1 х 22535 + 20 +3) ز)‎ 
(Өх-1) (10852 –139х+39) i 
MEN. EN CMS S БЕ 
24 2u + 57u -9P 2 555 
3 2 
: =(= Í ب)‎ 0 (i G 
( : (— 2 ( (| 
12 m 8 3 - ۳ sin 2X i (4 
— e ud 
5sec x(sec x+ tan х)? is 


[cos Ax — sin У/х cos + sin Mx) 
Ve : 
csc t(1— cot t + csc t) 
(cot t + 1) 


10tan5xsec? 5x ВА 
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cos A x tan? (4x sec? (x) 


(4 ي)‎ 
44] xsin لد‎ x A х3 
l 8 4xy^ -15x (6 
xy +2) ^ 12-42 y 


cos(x+ 2 y)— y 
2xy—2cos(x+2y) 


4 70 
--Х-3, ys-—x-—- (6 
y аж 
n ری‎ (7 
12 12 
2 1 3 
15 + ; 30x-—— ; 30+ ) ( 
Vx J 2N X 
5 
х-2у , (у -4xy- х2) 40 
У = Qy = 3 3 ب‎ 
Jesum (y-2x) (y-2x) 
, 600x 
(y- 2x) 
- 30۸۳ < 6xdx ‹ 6xAx+ з(лх)? (9 
+1.5% ‹ + 0.06/3 = +0.104сп (10 
-0.57 (11 
5 .یه‎ О ات‎ n 
27 9 
(8,—1) مماس رأسي عند (4-,1-) ب) حافة مدببة عند‎ (Í (13 
2.4% (14 
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2 9 min (16 
4.493 (17 
-4-414 ب)‎ 13 ) (18 
3 (5 ОО (— 
3 
0 ي)‎ PA 


19( ( 6 4 ¿ غير موجودة 


(a‏ - ۰ 4-1 غير موجودة 


—( ۰1 3 غير موجودة 
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02 (= t4 ) (21 
[-3.-2)U (- 2:2)U Q3] ب)‎ R(í (22 
-1.618,0.618 (= -0.874,1.941 (ї (24 

( 


ب) عظمی: 53 f(1)‏ » متزايدة على ]00,1 c(—‏ متناقصة على [,oo)‏ 
y‏ 
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28( ) بما آن f'(2). f'(0)20‏ غير معرفة 
استعمل اختبار المشتقة الأولى 
لتريك أنه لا یوجد قيم قصوی » 
مقعر لأعلى على )795,0( 

و )2,00( » مقعر لاسفل 
على )0.2( الاحدائیات 
х‏ لنقط الانقلاب هي 0 و 2. 


ب) بما أن f'(0)-2«0‏ 
> عظمی f(0)21—‏ 
التقعر لاعلی على | ده | 


БЭ d 


ا د Ex‏ 


x 


l 
±3 لنقط الانقلاب هي‎  تایئادحالا‎ - 
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عظمى : 0.08 =)7/ + 


ПЕ 
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х 0.37 : صغرى‎ > 


80-47) 


32( 2.27 
250x да 125 (34‏ № 
Эт‏ 220 
35( نصف قطر نصف الدائرة т‏ —— وطول المستطیل .220m‏ 
Л‏ 
(Í (36‏ استعمل كل السلك للداثرة 


5 
2: dios 0 كدخ‎ 
4-7 


37( اهب )3- $48 دور ؛ الحركة للیسار على 
)2+( )8-2 


(1-,2 -] إلى اليمين على (1,1-) وإلى الیسار في [1,2). 


ب) استعمل طول 
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